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❉❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❧✬ét✉❞✐♦♥s à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡s s②♠étr✐❡s
s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ♣❛rt♦✉t✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♠❡♥és à r❡♥❝♦♥tr❡r ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞✐s✲
❝rèt❡s✱ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞❡ ❥❛✉❣❡✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ❞❡s s✉♣❡rs②♠étr✐❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❜♦♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❡t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♣❧✉✲
tôt ♠ét❛♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣rét❡♥❞♦♥s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡✱ ❡st ❛❧♦rs ❞❡
s❛✈♦✐r s✐ t♦✉t❡s ❝❡s s②♠étr✐❡s ❡①✐st❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ♦✉ s✐ ❝✬❡st ♥♦tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡
r❡❣❛r❞❡r✱ ♣✉✐s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♠♦♥❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡♥t♦✉r❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣♦✉ss❡ à ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ❊st✲❝❡ q✉❡ ❧❛
◆❛t✉r❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♣rés❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❡r ❄ P❡✉t✲
♦♥ ❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❡s s②♠étr✐❡s s❡r❛✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧à✱ s✐ ♥♦✉s ♥✬ét✐♦♥s ♣❛s ♣rés❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s r❡❣❛r❞❡r✱ ♦✉
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t✲❡❧❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥❡ ré❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❄ ◆♦✉s ♥❡
♣♦✉✈♦♥s ✭❡t ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s✮ ♣❛s ❡ss❛②❡r ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ♠è♥❡r❛✐❡♥t ✐♥❡①♦r❛❜❧❡♠❡♥t
✈❡rs ❞❡s t❡rr❛✐♥s ❣❧✐ss❛♥ts✳ ❚♦✉t ❥✉st❡ ♣♦✉✈♦♥s✲♥♦✉s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❍✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ P❤②✲
s✐q✉❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ♣rés❡♥t❡✱ ♠❛✐s s✬❡st ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s✐è❝❧❡✱
❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❡ t❡❝❤♥✐❝✐té✳ ■❧ ❡st ❧♦✐♥ ❧❡ t❡♠♣s ♦ù P❧❛t♦♥ ❡①♣❧✐q✉❛✐t
t♦✉t à ♣❛rt✐r ❞❡s 5 ♣♦❧②è❞r❡s ré❣✉❧✐❡rs ✿ ❧❡s s♦❧✐❞❡s ♣❧❛t♦♥✐❝✐❡♥s ❞♦♥t 4 r❡♣rés❡♥t❛✐❡♥t ❧❡s 4 é❧é♠❡♥ts
✭❝✉❜❡ ❂ ❚❡rr❡✱ tétr❛è❞r❡ ❂ ❋❡✉✱ ♦❝t❛è❞r❡ ❂ ❆✐r ❡t ✐❝♦s❛è❞r❡ ❂ ❊❛✉✮ ❡t ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ✭❞♦❞é❝❛è❞r❡✮
r❡♣rés❡♥t❛✐t ❧✬❯♥✐✈❡rs✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❝❡ q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳
▲❛ ❝♦♥tr❡✲♣❛rt✐❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s✱ ♦✉ ❞✐s❝r❡ts✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝r✐st❛✉① ❡t ❞❡
❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ ♣✉✐s ❝❡❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t✐♥✉s ❞✐ts ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡ ❡t ❧❡✉rs ❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱
❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡✳ ❈❡✉①✲❧à ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ✭q✉❛♥t✐q✉❡✮ ❞❡s ❛t♦♠❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✭❧❛ ✧✈♦✐❡ ♦❝t✉♣❧❡✧ ❞❡ ●❡❧❧✲▼❛♥♥✮✱ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✱ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡
❞❡ ♥♦tr❡ ✉♥✐✈❡rs ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦s❡s ❡♥❝♦r❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❡ ✈♦②❛❣❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ ❛✉①
❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♠♦r❝❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡st ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞é❝r✐t❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ ❝♦♠♠✉♥✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❈❡ ❝❛❞r❡
❝♦♥❝❡♣t✉❡❧ s❡♠❜❧❡ êtr❡ très ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s s②♠étr✐❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ q✉✐ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
❡t ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✱ ♥✐ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✮✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡s ❞❡s ✭s✉♣❡r✲✮❛❧❣è❜r❡s ❞❡
▲✐❡✱ ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡
❛t♦♠✐q✉❡ ✭❬✶❪✮✱ ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❬✷❪✮ ♠❛✐s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ❞❡s
❝❤❛♠♣s ✭❬✶✵❪✱❬✾❪✮✳ P✉✐s ❝♦♠♠❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥t✐♠❡♠❡♥t r❡❧✐é❡s à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
❢❛♠❡✉s❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✳
❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❛ été s✉✐✈✐❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ❛✉① ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❡t ❡❧❧❡
♣r♦✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ét❛✐t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥✱
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❝é❧è❜r❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s tr♦♣ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ♥❡
♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥ s❡♥s ♣r♦❢♦♥❞✳ ❊❧❧❡ ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉① ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡
✹
❡♥ 2 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❬✶✵❪✮✱ ❛✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s tr❡ss❡s✱ ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❡t ❧❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✭❬✶✾❪✱❬✶✼❪✮✱ ❛✉① s②stè♠❡s
✐♥té❣r❛❜❧❡s ✭❬✶✼❪✮✱ ❡t ❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❈♦①❡t❡r✱ ❧❡s
❣r♦✉♣❡s ❛❧t❡r♥és ❡t ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭❬✷✺❪✮✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❡❧❧❡ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
s②stè♠❡s✱ ❡t ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛
été ❢♦r♠✉❧é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❨❛♥❣ ❡t ♣❛r ❇❛①t❡r✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡
❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❜❛s✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t rés♦❧✉❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❨❛♥❣✱ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s r❡❧❛t✐✈✐st❡s à 1 + 1 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✈♦✐r ♣♦✉r ✉♥ rés✉♠é ❬✶✵❪✮✳ ▲❛
❢❛❝t♦r✐s❛❜✐❧✐té s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t é✈è♥❡♠❡♥t ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é✈è♥❡♠❡♥ts ♥✬✐♠♣❧✐q✉❛♥t
q✉❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✿
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❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅
❅❅ 
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 
i2
i1
p3
j3
θ3θ2
i3 i3
p2
i1
p1
j3j1
j2
=
∑
pi
∑
pi
p2
p1
j1
j2
θ3θ2
θ1 θ1
p3
i2
,
♦ù ✐❧ ❢❛✉t ✈♦✐r ❧✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛①❡ t❡♠♣♦r❡❧✱ ❡t ❧✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛①❡ s♣❛t✐❛❧✳ ❈❤❛q✉❡
❧✐❣♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✉♥ é✈è♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S✱ q✉✐ ❡st
❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ S(|Ai(θ1), Aj(θ2)〉in) =
∑
k,l
Sklij (θ12)|Ak(θ2), Al(θ1)〉out✱ ❛✈❡❝ ✭θ12 = θ2 − θ1✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S✱ ❡st ✿∑
p1,p2,p3
Sp1p2i1i2 (θ12)S
p3j3
p2i3
(θ13)S
j1j2
p1p3
(θ23) =
∑
p1,p2,p3
Sp2p3i2i3 (θ23)S
j1p1
i1p2
(θ13)S
j2j3
p1p3
(θ12),
❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ 3 ❡s♣❛❝❡s✱ ❝❤❛❝✉♥
♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ S ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❛❣✐t s✉r 2 ❡s♣❛❝❡s ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
S12(θ12)S13(θ13)S23(θ23) = S23(θ23)S13(θ13)S12(θ12),
♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ S12 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ S ❛❣✐t s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s 1 ❡t 2 ❡t ♥❡ t♦✉❝❤❡ ♣❛s ❧✬❡s♣❛❝❡ 3✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡
♣♦✉r S13 ❡t S23✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳
P♦✉r ❇❛①t❡r✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r✉t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s st❛t✐st✐q✉❡s à ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭s♣❛t✐❛❧❡s✮✱ ❞✐ts
✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ rés❡❛✉ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✱ ❡t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✱
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡s ✹ ❛rêt❡s q✉✐ s✬② ❥♦✐❣♥❡♥t✱ ❧❡s ét❛ts ét❛♥t ❧❛❜❡❧❧és ♣❛r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐s❝r❡t
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡✉① ét❛ts ✿ s♣✐♥ ✉♣ ♦✉ s♣✐♥ ❞♦✇♥✮✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Rˆ ❛✉r❛ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐❞s
❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❡t ❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ Rˆ ❛❣✐t s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ 2 ❡s♣❛❝❡s✳ ■❝✐✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Rˆ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt
✺
✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✈♦✐r ❬✶✼❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳
Rˆklij = i
j
k
l
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐t q✉❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❛❝❤é❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ét❛✐t ❡♥❝❛♣s✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡s
❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ✧♠❛❝❤✐♥❡s✧ à ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲
❇❛①t❡r✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ r❡❧✐❡ ❞♦♥❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s à ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❛✉①
s②stè♠❡s ✐♥té❣r❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡t ❧❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳
❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❊♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r s♦♥t ❝❧❛ss✐✜é❡s ✭❬✻❪✱ ❬✷✽❪✱ ❬✷✹❪✱ ❬✶✷❪✮✳
❊❧❧❡s s♦♥t ❞✐t❡s ❞❡ t②♣❡ GL(2) ❧♦rsq✉❡ ❧❡✉r s♣❡❝tr❡ ❡st {q, q, q,−q−1}✱ ❡t ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ❧♦rsq✉❡ ❧❡✉r
s♣❡❝tr❡ ❡st {q, q,−q−1,−q−1} ♦ù q ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ q2 6= −1✳ ❖♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡
❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❡t ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛✉❝❤❡r ✭♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡
❣❛✉❝❤❡r ✈♦✐r ❬✷✸❪✮✳
▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(2) s♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t②♣❡ GL(2) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t 2 ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❏♦r❞❛♥✐❡♥♥❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t 1 ♣❛r❛♠ètr❡✳ ❖r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ R à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ t✇✐st✱ ❡t ❝✬❡st ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s R✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ à ✉♥ t✇✐st ♣rès t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ t②♣❡ GL(2) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
❡ss❡♥t✐❡❧ q ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ✭❬✷✷❪✮ ✭✉♥ t✇✐st ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ s♣❡❝tr❡✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1)✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) q✉✐ ❛ 2 ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t 2
♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞s à 1 s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
à ✉♥ t✇✐st ♣rès s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ GL(2)✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ à ✉♥ t✇✐st ♣rès✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
st❛♥❞❛r❞ ✭❞❡ t②♣❡ GL(1|1)✮ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s R ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s t✇✐sts✳
❉❛♥s ❧❡s 2 ♣r❡♠✐èr❡s s❡❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s q✉✐ ♥♦✉s s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s
❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t ❧❡s s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ✭❧♦rsq✉❡ ♦♥ ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞❡s s✉♣❡r❣r♦✉♣❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛r❞❡r♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠♦✲
t✐✈❛t✐♦♥s q✉✐ ♠è♥❡♥t ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❝♦♥str✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s s②♠étr✐❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s t✇✐sts✱ ❡t ❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s R✱ ❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s❡rt ❞❡ ❜❛s❡ à ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❝❛r
❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s✱ ❛❞♠✐s
❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛♣✐❡rs ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t✇✐sts✱ ♠❛✐s ❛✉ ✈✉ ❞✉ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡ ✐❧s ❥♦✉❡♥t ❞❛♥s ❝❡
✻
tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡s
t✇✐sts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ❡t ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈r❛ rés♦✉❞r❡ ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ♥✉♠ér✐q✉❡
❡t ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✭♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✉♥✐✈❡rs❡❧✮✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s t✇✐sts ✐♥❞✉✐s❡♥t ❜✐❡♥
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s R✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜t❡♥✉s✳
◆♦✉s ② ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ U(gl(1|1)) q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡s t✇✐sts✳
◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❡❧❧❡ ❡st ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s
❞❡ Uq(gl(2))✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s 2 ♠❛tr✐❝❡s R ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ✭♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r
❬✷✹❪✮ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❞❡s t✇✐sts✳ ▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣❛r
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❋❘❚ ♦♥t été ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✽❪✳
P♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛tr✐❝❡ RˆI ✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡t ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞
U Iq,r(gl(1|1))✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❛ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❋❘❚✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞✳
P♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛tr✐❝❡ RˆII ✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝❡
q✉✐ ✜♥✐t ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s t✇✐sts✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ét❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✭✺✳✻✮✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❡st ✜♥✐❡ s✉r s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❡①❤✐❜♦♥s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ ❞é✜♥✐ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ st❛♥❞❛r❞✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✱ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ q✉✐ r❡st❡ à
❞é❝♦✉✈r✐r✳
✷ ●r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✿ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s
▲✬♦❜❥❡t ✐❝✐ ♥✬❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞✉ ✈❛st❡ s✉❥❡t q✉❡ s♦♥t ❧❡s
❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✭❞❡s ❡①♣♦s✐t✐♦♥s très ❝♦♠♣❧èt❡s s♦♥t ❞❛♥s ❬✸❪✱ ❬✷✵❪✱ ❬✶✾❪✱ ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✷✸❪ ❡t ❬✼❪ ❡t ♣♦✉r
❧❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❬✶✵❪✮✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
❈✬❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦✉t✉♠❡ ❞✬❛♣♣❡❧❡r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❛tt❛r❞❡r q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ s✉r ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❡♥
♣❤②s✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❡t ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐❡r ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ♦✉✈r❛❣❡s ❝♦♥s❛❝rés ❛✉① ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳
◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡
❛ ♠❡♥é ❛✉① ♥♦t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ♦✉ ❞✐s❝r❡ts ✭♣♦✉r ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞✐s❝rèt❡s✮✱ ♣✉✐s ❛✉①
❣r♦✉♣❡s ❝♦♥t✐♥✉s✱ ❞✐ts ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ▲✐❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ✭s②♠étr✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ s②♠étr✐❡ ❞❡
❥❛✉❣❡✮✱ ❡t à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡ ❡st
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉✈❛♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ q✉❡st✐♦♥ q✉✐
✈❛ ♥♦✉s ♠❡♥❡r t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳
✼
✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s
Pr❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t ❞❡ ❜❛s❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ A ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐ ♦✉
❞✐s❝r❡t✱ ❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡t❝✳✳✳✮✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r
q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❞❡♠❛♥❞❡r ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣✉✐ss❡ s❡r✈✐r ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❛♥s
❞❡s t❤é♦r✐❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡✲
♠❡♥t✮ ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♠♦❞❡r♥❡s✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉① tr♦✐s ♥♦t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡
❛①✐♦♠❛t✐s❡r ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ✿
✕ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳
✕ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ✭♦✉ ❝♦♥tr❛❣ré❞✐❡♥t❡✮✳
▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ t♦✉t ❝❡❧❛ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
s♦✐t G ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ C[G] ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ G à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s C✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s♦✐t g ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡✲
❧♦♣♣❛♥t❡ ❞❡ g✱ ♥♦té❡ U(g)✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ g✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉①
❡①❡♠♣❧❡s ✧❝❧❛ss✐q✉❡s✧ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳
❆✈❛♥t t♦✉t❡ ❝❤♦s❡✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧❡ A s✉r C ❡st ✉♥ C✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱
♠✉♥✐ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❡❧ q✉❡ ❝❡tt❡ ❧♦✐ s♦✐t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱
❞✐str✐❜✉t✐✈❡ s✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡t ❛❞♠❡tt❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ✈✐s✉❛❧✐s❡r✱ ❡t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ♠✐❡✉①
r❡t❡♥✐r✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❤ér❡♥t❡s ❛✉① ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ ✐❧ ❡st ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r
❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s r❡♣rés❡♥t❡r♦♥t ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡r❛
✈ér✐✜é❡ s✐ ❝❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝♦♠♠✉t❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① tr❛❥❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛rr✐✈é❡✱ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s tr❛❥❡ts✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❛✐♥s✐ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡s ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ A s✉r C ❡st ✉♥ C✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✿ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ m : A⊗A→ A✱ ❡t ❧✬✉♥✐té ι : C → A t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t ✿
✲
❄
❩
❩
❩
❩
❩
❩
❩⑦
m
A⊗ A
ι⊗ id
C⊗ A
A
∼=
✲
❄
❩
❩
❩
❩
❩
❩
❩⑦
m
A⊗ A
id⊗ ι
A⊗ C
A
∼=
✲
❄ ✲
❄
m
m
A⊗ AA⊗ A⊗ A
m⊗ id
id⊗m
AA⊗ A
▲✬✉♥✐té s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦té 1✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✿ ι(1) = 1 ✭♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ι(λ) = λ.1 ∈ A✱ ♣♦✉r λ ∈ C✮✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ m✱ ❡t ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✬é❝r✐t ✿ m(m ⊗ id) = m(id ⊗ m)✳ ❯s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥
♥♦t❡r❛✐t ♣❧✉tôt m(a1 ⊗ a2) = a1.a2✱ ❡t ❞♦♥❝ a1.(a2.a3) = (a1.a2).a3✳
❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ A ✈❡rs B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f ❞❡ A ✈❡rs B q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✉♥✐té ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✿
• f(a1.a2) = f(a1).f(a2) ♦ù ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ A ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞r♦✐t❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ B✳
✽
• f(1A) = 1B✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ 2 r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡✳ ❙♦✐❡♥t V1 ❡t V2✱ 2 r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ A✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ V1 ⊗ V2 ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A⊗A✱ ♠❛✐s ♣♦✉r q✉❡ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s A ⊗ A✱ q✉✐ s♦✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✳
❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❡st ♥♦té❡ ∆✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A ✈❡rs C✱ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❡t ♥♦té ǫ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✐♠♣♦s❡r q✉❡
(V1 ⊗ V2)⊗ V3 s♦✐t ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A à V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ρ✱ ♦♥ ❛✐t ρ⊗ ǫ = ǫ⊗ ρ = ρ✱ ❛♠è♥❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❯♥❡ ❜✐❣è❜r❡ ✭❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ✉♥✐t❛❧❡✱ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦ü♥✐t❛❧❡✮ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✭❛ss♦✲
❝✐❛t✐✈❡ ❡t ✉♥✐t❛❧❡✮ ♠✉♥✐❡ ❞❡ 2 ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ✿ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ : A→ A⊗A ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té
ǫ : A→ C✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t ✿
✛
✻
❩
❩
❩
❩
❩
❩
❩⑥
∆
A⊗ A
ǫ⊗ id
C⊗ A
A
∼=
✛
✻
❩
❩
❩
❩
❩
❩
❩⑥
∆
A⊗ A
id⊗ ǫ
A⊗ C
A
∼=
✛
✻
✛
✻
∆
A⊗ A
∆⊗ id
A
A⊗ A⊗ A
∆
id⊗∆
A⊗ A
❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ ❧✬✐♥térêt ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s✱ ❝❛r ❝❡ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s
❛①✐♦♠❡s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡s ✢è❝❤❡s ✐♥✈❡rsé❡s ❡t ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ❝♦ü♥✐té✮ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❧✬✉♥✐té✮✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t é❝r✐r❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é❣❛❧✐tés ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs ∀x ∈ A ✿ (ǫ⊗ id)(∆x) = (id⊗ ǫ)(∆x) = x✱ ❡t (∆⊗ id)(∆x) = (id⊗∆)(∆x)✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t
❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❯♥ C✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ǫ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s 3 ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❣è❜r❡
❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ f t❡❧❧❡ q✉❡ ∆(f(x)) = (f ⊗ f)∆(x)✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡
❜✐❣è❜r❡ ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦❣è❜r❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s 2 ♥♦t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té s♦✐❡♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ m ❡t ❧✬✉♥✐té ι s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦❣è❜r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ∆ ❡t ǫ s♦✐❡♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱
❡t ❡♥ r❡♥✈❡rs❛♥t ❧❡s ✢è❝❤❡s✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ❝♦ü♥✐té✮ ♣❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭r❡s♣✳ ❧✬✉♥✐té✮ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ m ❡t ι s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡
❝♦❣è❜r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ σ23 ❧❡ ✧✢✐♣✧ q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡s 2 ❡t 3 ❞❡ A✳
✾
✛✻
✛
✻
m
A
A⊗ A
∆⊗∆
∆
A⊗ A
(m⊗m)σ23
A⊗ A⊗ A⊗ A
✛
✻
✛
✻
m
A
A⊗ A
ǫ⊗ ǫ
ǫ
C
mC
C⊗ C
❯♥❡ ❜✐❣è❜r❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✉t♦✲❞✉❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ❞✉❛❧
✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✱ s♦✐t V ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t s♦✐t V ∗
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✏❞✉❛❧❡✑ s✉r V ∗ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❛t✉r❡❧❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✕ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ V ∗ ⊗ V → C s♦✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A✳
✕ q✉❡ (V ⊗W )∗ = W ∗ ⊗ V ∗ ❡♥ t❛♥t q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A✳
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ S : A→ A ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r < x.f, v >:=< f, S(x).v > ♣♦✉r v ∈ V ❡t f ∈ V ∗✱ ❛❧♦rs
♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ♠è♥❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ✉♥❡ ❜✐❣è❜r❡ (A,m, ι,∆, ǫ)✱ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✐♥✈❡rs✐❜❧❡ S : A→ A t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ❝♦♠♠✉t❡♥t ✿
✲
❏
❏
❏❏❫✡
✡
✡✡✣
✲ ✲
A⊗ A
S ⊗ idA⊗ A
m
AA C ιǫ
∆
✲
❏
❏
❏❏❫✡
✡
✡✡✣
✲ ✲
A⊗ A
id⊗ SA⊗ A
m
AA C ιǫ
∆
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ S ❡st ✉♥ ❛♥t✐✲❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❞❡ ❝♦❣è❜r❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
❛①✐♦♠❛t✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ r❡✈✐❡♥t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ (A,m, ι,∆, ǫ, S) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈✬❡st ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❛✉t♦✲❞✉❛❧❡✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✿ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡ A✳ P♦✉r x ∈ A✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s ∆x = x1 ⊗ x2 ♦ù
♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦♠♠❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞✉
❝♦♣r♦❞✉✐t s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ x11 ⊗ x12 ⊗ x2 = x1 ⊗ x21 ⊗ x22 ❡t ♦♥ ♥♦t❡ (∆⊗ id)(∆(x)) = (id⊗∆)(∆(x)) =
x1⊗x2⊗x3✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ü♥✐té s✬é❝r✐✈❡♥t ǫ(x1)x2 = x = x1ǫ(x2)✱ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ s✬é❝r✐✈❡♥t S(x1)x2 = x1S(x2) = ǫ(x)1✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r tr♦✐s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ r❡❧✐é❡s à A
q✉✐ s♦♥t ✿
✕ Aop ♦ù ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ m ❡st ❝❤❛♥❣é❡ ❡♥ mop ❛✈❡❝ mop(x⊗ y) = m(y ⊗ x)(= y.x)✳
✕ Aop ♦ù ❧❛ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆ ❡st ❝❤❛♥❣é❡ ❡♥ ∆op ❛✈❡❝ ∆opx = x2 ⊗ x1 s✐ ∆x = x1 ⊗ x2✳
✕ Aopop ♦ù m ❡t ∆ s♦♥t ❝❤❛♥❣é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ mop ❡t ∆op✳
✶✵
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ǫop = ǫop = ǫ✱ Sop = Sop = S−1 ❡t S
op
op = S✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❞✐t❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✐ mop = m ❡t ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✐ ∆op = ∆✳
✷✳✶✳✶ ❆❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛
♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ❣é♥èr❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❯♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ (A,m, ι,∆, ǫ, S) ❡st ❞✐t❡ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t R ∈ A⊗A ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ✿
✕ R∆(x) = ∆op(x)R ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✱
✕ (∆⊗ id)(R) = R13R23 ❡t (id⊗∆)(R) = R13R12✱
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té R12 := a ⊗ b ⊗ 1✱ R13 = a ⊗ 1 ⊗ b ❡t R23 = 1 ⊗ a ⊗ b ❛✈❡❝ R = a ⊗ b ❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡
❙✇❡❡❞❧❡r ✭✐❝✐ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r s✐❣♥✐✜❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♦♠❡t ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥✮✳
▲✬é❧é♠❡♥t R ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳
▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❞✐t❡ ♣r❡sq✉❡ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✐ ❧✬é❧é♠❡♥t R ♥❡ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❊♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✱ R ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ A✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ V1 ❡t V2 ❞❡ A✱ ♦♥ ❛✐t ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ βV1,V2 ❡♥tr❡ V1 ⊗ V2 ❡t V2 ⊗ V1 ✭❡♥
t❛♥t q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ A✮✳ ❆❧♦rs q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r A t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts
s♦✐❡♥t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ♣♦✉r f1 ∈ HomA(V1,W1) ❡t f2 ∈ HomA(V2,W2) ❄ ✿
✲
❄ ❄✲
f2⊗f1
V2⊗V1
βW1,W2
f1⊗f2
V1⊗V2
W1⊗W2 W2⊗W1
βV1,V2 ✲
❄
❅
❅
❅
❅
❅❘
V1⊗V3⊗V2
V3⊗(V1⊗V2)
βV1,V3 ⊗ id
βV1⊗V2,V3
(V1⊗V2)⊗V3
id⊗ βV2,V3 ✲
❄
❅
❅
❅
❅
❅❘
V2⊗V1⊗V3
(V2⊗V3)⊗V1
id⊗ βV1,V3
βV1,V2⊗V3
V1⊗(V2⊗V3)
βV1,V2 ⊗ id
▲❛ ♣r❡sq✉❡✲❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝❛rré✱ ❡t ❧❛ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r✐té ré♣♦♥❞ ❛✉① tr♦✐s
❞✐❛❣r❛♠♠❡s✳
❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✭♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ♠♦❞è❧❡ à ◆ ❝♦r♣s à ✉♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ♥♦❡✉❞s✳✳✮ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ R ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞✐t❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ✿
R12R13R23 = R23R13R12.
Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t σ12 ❧❡ ✢✐♣ s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ✶ ❡t ✷ ✿ σ12(x1 ⊗ x2 ⊗ x3 . . . ) = x2 ⊗ x1 ⊗ x3 . . . ✳ ❉✬❛♣rès
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r✐té✱ ♦♥ ❛ (∆ ⊗ id)(R) = R13R23✱ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t σ12 ❧à✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛
❛✉ss✐ (∆op ⊗ id)(R) = R23R13✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s 2 é❣❛❧✐tés ❡t ❧❛ ♣r❡sq✉❡ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ✿
R12R13R23 = R12(∆⊗ id)(R) = (∆
op ⊗ id)(R)R12 = R23R13R12,
❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
✶✶
✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s
■❧ ❡st t❡♠♣s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ r❡❣❛r❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❣r♦✉♣❡ ♦✉ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ s✬✐♥s❝r✐t ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ C[G] ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ✜♥✐✱ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ✉♥✐t❛❧❡ ✭❧✬é❧é♠❡♥t ✉♥✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡
ét❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣r♦✉♣❡✮✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
(V1, ρ1) ❡t (V2, ρ2) ❡st ✿
ρ(g)(v1 ⊗ v2) = ρ1(g)v1 ⊗ ρ2(g)v2.
❈❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t ❛✉ ❝♦♣r♦❞✉✐t ✿ ∆0g = g⊗ g✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
❛①✐♦♠❡s ❞✬✉♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t✳ ❖r✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛
❝♦ü♥✐té ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ s✉r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✳ P❛r ❧✐♥é❛r✐té✱
♦♥ ét❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ t♦✉t ❝❡❧❛ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ t♦✉t❡ ❡♥t✐èr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r✱ ♦♥ ❞♦✐t
❛✈♦✐r g = ǫ(g1)g2 = ǫ(g)g ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ǫ(g) = 1✳ P✉✐s ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ǫ(g).1 = 1 = S(g1)g2 = S(g)g ❞♦♥❝
S(g) = g−1✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ s✉r C[G] ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
∀g ∈ G : ∆0(g) = g ⊗ g, ǫ(g) = 1, S(g) = g
−1.
❊♥s✉✐t❡✱ s♦✐t g ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡st ✿
ρ(T )(v1 ⊗ v2) = ρ1(T )v1 ⊗ v2 + v1 ⊗ ρ2(T )v2✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢
✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ U(g)✱ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ✉♥✐t❛❧❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡
❝♦♣r♦❞✉✐t ∆0(T ) = T ⊗ 1 + 1 ⊗ T ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r
T = ǫ(T1)T2 = ǫ(1)T+ǫ(T )✳ ❈♦♠♠❡ ǫ(1) = 1✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ǫ(T ) = 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ǫ(T ).1 = 0 = S(T1)T2 =
S(1)T +S(T )✱ ❡t ❝♦♠♠❡ S(1) = 1✱ ❛❧♦rs S(T ) = −T ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧
s✉r U(g) ❡st ✿
∀T ∈ g : ∆0(T ) = T ⊗ 1 + 1⊗ T, ǫ(T ) = 0, S(T ) = −T.
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✬❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣s ❝♦♠♠❡ ✿
δF (x) = δindicesF (x) + δespace−tempsF (x).
❖♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡❝✐✱ ❡t s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿
❝✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✭✈♦✐r ❬✷✻❪✱ ❡t ❬✷✼❪✮✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ s✉r C[G] ❡t s✉r U(g)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r à
❞é❢♦r♠❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♠è♥❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❬✷✸❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡ ♣♦✉r C[G]✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✐❧ ♥✬② ♣❛s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲
tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ U(g) ♣♦✉r g s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à ❞é❢♦r♠❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❜✐❣è❜r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❤❡r❝❤❡r ❞✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠è♥❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❛✉ss✐ s♦✉✈❡♥t ♥♦♠♠é❡s ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❛r ✧❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ q✉❛♥t✐q✉❡✧ ✭◗❯❊❆✮✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s
t✇✐sts ❛ss♦❝✐és ❛✉① tr✐♣❧❡ts ❞❡ ❇❡❧❛✈✐♥✲❉r✐♥❢❡❧❞ ✭❬✶✸❪✮✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à
❞❡s ♠❛tr✐❝❡s R q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✺❪✮✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t g ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
st❛♥❞❛r❞ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦ ♥♦té❡ Uq(g) ✭❬✹❪✱ ❬✶✻❪✮✳ ❙♦✐t (aij) ❧❛
✶✷
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥ ❞❡ g✱ s♦✐t di =
(γi,γi)
2 ✱ ♦ù ❧❡s γi ❢♦r♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s s✐♠♣❧❡s ❛ss♦❝✐é à (aij)✳
❙♦✐t α ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✱ ❡t ♣♦s♦♥s q = eα✳ ❆❧♦rs Uq(g) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r
Ei✱Fi✱Hi i = 1 . . . l✱ ♦ù l = rang(g) ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❈❛rt❛♥✱ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
[Hi, Hj ] = 0, [Hi, Ej ] = aijEj , [Hi, Fj ] = −aijFj , [Ei, Fj ] = δij
eαdiHi − e−αdiHi
qdi − q−di
,
❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❡rr❡ q✉❛♥t✐q✉❡s ✿
1−aij∑
k=0
(−1)k
[
1− aij
k
]
qdi
(Ei)
kEj(Ei)
1−aij−k = 0, (i 6= j),
1−aij∑
k=0
(−1)k
[
1− aij
k
]
qdi
(Fi)
kFj(Fi)
1−aij−k = 0, (i 6= j),
♦ù
[
1− aij
k
]
q
❡st ❧❡ q✲❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜✐♥ô♠✐❛❧ ❞é✜♥✐ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ q✲❢❛❝t♦r✐❡❧❧❡ [n]q ♣❛r ✿
[
1− aij
k
]
q
=
[1− aij ]q
[k]q[1− aij − k]q
, ♦ù [n]q =
qn − q−n
q − q−1
.
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭♥♦t♦♥s q✉❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
s✐♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❛✐sé♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❡t ❞❡s ❛①✐♦♠❡s
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✮ ✿
∆(Hi) = ∆0(Hi) = Hi⊗ 1+ 1⊗Hi, ∆(Ei) = Ei⊗ e
αdiHi +1⊗Ei, ∆(Fi) = Fi⊗ 1+ e
−αdiHi ⊗Fi,
ǫ(Hi) = ǫ(Ei) = ǫ(Fi) = 0, S(Hi) = −Hi, S(Ei) = −Eie
−αdiHi , s(Fi) = −e
αdiHiFi.
❙♦✉✈❡♥t✱ ♦♥ ♣♦s❡ Ki = eαdiHi ❡t ♦♥ ré❡①♣r✐♠❡ t♦✉t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Ki ❡t K
−1
i = e
−αdiHi ✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥
♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t✱ ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❞❡s Hi ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ [Hi, Ei]
❡t [Hi, Fi] ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡s Ki,K
−1
i ✿
K±1j Ei = q
±aijdjEiK
±1
j , K
±1
j Fi = q
∓aijdjFiK
±1
j , ∆(K
±1
i ) = K
±1
i ⊗K
±1
i , ǫ(K
±1
i ) = 1, S(K
±1
i ) = K
∓1
i .
❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡st ✧q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✧ ✭♦♥ ♠❡t ❞❡s ❣✉✐❧❧❡♠❡ts ❝❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R ❛♣♣❛rt✐❡♥t
❡♥ ❢❛✐t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✮✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ R ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s t✐❡♥t à ❝♦❡✉r ✐❝✐✱ gl(1|1)✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦✱ ❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ Z✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥✳
■❝✐✱ ❧❛ Z✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r gr(Hi) = 0✱ gr(Ei) = +1✱ gr(Fi) = −1 ❡t gr(X ⊗ Y ) =
gr(X) + gr(Y )✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ s✐♠♣❧❡s q✉✐ ❡st sl(2)✱ Uq(sl(2)) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r
H,E, F ❛✈❡❝ ✿
[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] =
eαH − e−αH
eα − e−α
,
✶✸
∆(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H, ∆(E) = E ⊗ eαH + 1⊗ E, ∆(F ) = F ⊗ 1 + e−αH ⊗ F,
ǫ(E) = ǫ(F ) = ǫ(H) = 0, S(H) = −H, S(E) = −e−αHE, S(F ) = −FeαH .
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ R ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♦ù E 7→
(
0 1
0 0
)
✱ F 7→
(
0 0
1 0
)
❡t H 7→(
1 0
0 −1
)
❡st ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♦ù q = eα✮ ✿
R =


q 0 0 0
0 1 q − q−1 0
0 0 1 0
0 0 0 q

 .
▲❡s ❛❧❣è❜r❡s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡s q✉❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ✐♥✲
tér❡ss❛♥t❡s✳ ❊❧❧❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡
❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉❛❧ à ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s
♠❛tr✐❝✐❡❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ P❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s
s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ Pr❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s s✉r SL2(C)✱
♥♦té❡ F (SL2(C))✳ ❙✐ ♦♥ é❝r✐t T =
(
a b
c d
)
❛✈❡❝ ad− bc = 1✱ ❛❧♦rs a, b, c, d ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r SL2(C)✱ ❡t ❡❧❧❡s ❣é♥èr❡♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s s✉r SL2(C)✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ✉s✉❡❧✱ ❡❧❧❡s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✿
F (SL2(C)) = C[a, b, c, d]/ {ad− bc = 1} .
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
∆
(
a b
c d
)
=
(
a⊗ a+ b⊗ c a⊗ b+ b⊗ d
c⊗ a+ d⊗ c c⊗ b+ d⊗ d
)
, ǫ
(
a b
c d
)
=
(
1 0
0 1
)
, S
(
a b
c d
)
=
(
d −b
−c a
)
,
♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ✉t✐❧✐sé❡ s✐❣♥✐✜❡ ∆(a) = a⊗ a+ b⊗ c✱ ∆(b) = a⊗ b+ b⊗ d ❡t❝✳✳✳
P♦✉r ❞é❢♦r♠❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡st ❞❡ ♣❡r✲
♠❡ttr❡ ❛✉① ❡♥tré❡s ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡s ✭✐❝✐ a, b, c, d✮ ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉t❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❞é❢♦r♠❡ ❛✐♥s✐ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ F (SL2(C)) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r a, b, c, d
✈ér✐✜❛♥t ✿
ac = q−1ca, bd = q−1db, ab = q−1ba, cd = q−1dc, bc = cb, ad = da− (q − q−1)bc, ✭✶✮
❛✐♥s✐ q✉❡ ✿
ad− q−1bc = 1.
▲❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❡t ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣és ❡t ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿
S
(
a b
c d
)
=
(
d −q−1b
−q−1c a
)
.
❊❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ Fq(SL2(C)) ❡t ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ♣♦✉r q ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡ à Uq(sl(2))✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ▲✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✐♠♣❧❡ G ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ g✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r Fq(G) ❝♦♠♠❡
✶✹
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡ à Uq(g)✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ F˜q(G)✱
❛❧♦rs ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ✭♠❛✐s q✉✐ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ très ❧❛❜♦r✐❡✉①✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞✉❛❧❡ q✉✐
❡st ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ U˜q(g)✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❡t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s Fq(G) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧ ❛❣✐t s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs

 x1✳✳✳
xn

 ♦ù ❧❡s xi ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡❝✐ ❡♥ ♣♦s❛♥t
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s xi✱ ❡t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t q✉❡❧❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥
❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n×n ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s xi✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ✭✶✮ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ✧♣❧❛♥ q✉❛♥t✐q✉❡✧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
x, y ✈ér✐✜❛♥t xy = q−1yx✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r a, b, c, d ♣♦✉r q✉❡ ✿(
x′
y′
)
=
(
a b
c d
)(
x
y
)
=
(
a⊗ x+ b⊗ y
c⊗ x+ d⊗ y
)
,
✈ér✐✜❡♥t x′y′ = q−1y′x′✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ s✉r ❧❡s ❝♦✈❡❝t❡✉rs✳
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✧♠❛❝❤✐♥❡s✧ à ❢❛❜r✐q✉❡r
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ✿ R12R13R23 = R23R13R12✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❛❧❣è❜r❡s ❞❡
❍♦♣❢ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✱ ✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
R ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ❡♥✈♦②é à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r q✉❛♥t✐q✉❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❞❡s rô❧❡s ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t
❞❡ ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳
■❧ s✬❛✈èr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♥✈❡rs❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✳ ❊t ❝❡ ♣❛r ✉♥
♣r♦❝é❞é ❞û à ❋❛❞❞❡❡✈✱ ❘❡s❤❡t✐❦❤✐♥ ❡t ❚❛❦❤t❛❥❛♥✱ ❛♣♣❡❧é ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❋❘❚ ✭❬✼❪✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r R
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ n2 × n2 s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛ss♦❝✐é❡ à R
✭❧❛ R✲✈❡rs✐♦♥ ❞❡ GL(n)✮ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s tij ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿
RT1T2 = T2T1R, ♦ù T1 = T ⊗ 1, T2 = 1⊗ T, ❛✈❡❝ T = (tij)i,j=1,...,n.
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❜✐❣è❜r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
∆(tij) =
n∑
k=1
tik ⊗ tkj , ǫ(tij) = δij .
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ Fq(SL2(C)) ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❋❘❚ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭❡♥ r❡❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ q✮ ✿
R =


q 0 0 0
0 1 q − q−1 0
0 0 1 0
0 0 0 q

 .
✶✺
❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é à ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s (Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ■s❛❡✈✱ ❖❣✐❡✈❡ts❦② ❡t P②❛t♦✈ ✭❬✶✹❪✱❬✶✺❪✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s✉♣❡r❣r♦✉♣❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ❧❡ t❡r♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❡♥ ré❛❧✐té✱ ❝✬❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣❛✐r❡s (Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s✱ ♦ù Fˆ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ s✉♣❡r✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✿
Fˆ =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 −1

 .
✸ ❙✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✐❝✐ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜♦r♥❡r♦♥s à ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❜❛s✐q✉❡s ❡t q✉❡❧q✉❡s
❡①❡♠♣❧❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❬✶✽❪✮✳
❙♦✐t V ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ t❡❧ q✉❡ V = V0 ⊕ V1✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❡st ❞❛♥s
V0 ♦✉ ❞❛♥s V1✱ ❜✐❡♥ sûr t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ V s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ✧♣❛r✐té✧ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x ❤♦♠♦❣è♥❡ ❝♦♠♠❡ ✿
|x| = i ⇔ x ∈ Vi.
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❯♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ✭♣r❡♥♦♥s K = R ♦✉ C✮ ❡st ✉♥ K✲❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ V = V0 ⊕ V1 ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝r♦❝❤❡t ✭♦✉ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t✮ ❞❡ ▲✐❡✱
♥♦té❡ [., .] : V × V → V t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ [Vi, Vj ] ⊂ V(i+j)mod(2) ∀i, j ∈ {0, 1}✳
✕ [., .] ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳
✕ [., .] ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ a, b ∈ V ✱ ♦♥ ❛ ✿ [a, b] = −(−1)|a||b|[b, a] ✭✧s✉♣❡r✲
❛♥t✐s②♠étr✐❡✧✮✳
✕ [., .] ✈ér✐✜❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ s✉♣❡r❏❛❝♦❜✐ ✿
∀a, b, c ∈ V ❤♦♠♦❣è♥❡s ✿ ♦♥ ❛ (−1)|a||c|[a, [b, c]] + (−1)|b||a|[b, [c, a]] + (−1)|c||b|[c, [a, b]] = 0.
■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❯♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s K ✭♣r❡♥♦♥s K = R ♦✉ C✮ ❡st ✉♥ K✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
V = V0 ⊕ V1 ♠✉♥✐ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✐♥t❡r♥❡ ♥♦té❡ ✧.✧ ✭❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❛②❛♥t
✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
Vi.Vj ⊂ V(i+j)mod(2) ∀i, j ∈ {0, 1}.
❯♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ Z2✲❣r❛❞✉é❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡✱
✐❧ ② ❛ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s V0 ❡t V1✱ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❡st ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ✿ V0 ❡st ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♣❛✐r ❡t V1 ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✳ ❈✬❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
✶✻
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ✧s✉♣❡r❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✧ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✿ ab = (−1)|a||b|ba ♣♦✉r a ❡t
b ❤♦♠♦❣è♥❡s✳
❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s Z✲❣r❛❞✉é❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❝✐✲❞❡ss✉s V = ⊕n∈ZVn✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ Z✲❣r❛❞✉é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ Z2✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ✿ V0 = ⊕n ♣❛✐rVn ❡t V1 = ⊕n ✐♠♣❛✐rVn✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣r♦✈✐❡♥t
❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣r✐été ✸✳✸✳ ❙♦✐t A = A0⊕A1 ✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠✉♥✐r A ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t ♦✉ ✧s✉♣❡r❝♦♠♠✉t❛t❡✉r✧ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣♦✉r a ❡t b
❤♦♠♦❣è♥❡s ✭♦♥ ❧✬ét❡♥❞ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té✮ ✿
[a, b] = ab− (−1)|a||b|ba.
Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ❡t
✉♥ ♣❡t✐t ❝❛❧❝✉❧ s✉✣t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡ s✉♣❡r❏❛❝♦❜✐✳ 
❘❡♠❛rq✉❡s ✿
✕ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s A0 ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡✱ ♦✉ ♣❛rt✐❡ ✧❜♦s♦♥✐q✉❡✧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ A1 s❡r❛ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣❛✐r❡✱
♦✉ ♣❛rt✐❡ ✧❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡✧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t ❞❡ ❞❡✉① ❜♦s♦♥s✱
❡t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❜♦s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❡r♠✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ✿ ab− ba✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t ❞❡
❞❡✉① ❢❡r♠✐♦♥s ❡st ✉♥ ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❛t❡✉r ✿ ab+ ba ❀ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❢❛✉t✳
✕ P♦✉r ✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ L = L0 ⊕ L1✱ L0 ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✱ ❝❛r ❧❡ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t
r❡str❡✐♥t à L0 ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ▲✐❡ ✭❝❛r |a| = 0 ♣♦✉r a ∈ L0✮✳ L1 ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧
q✉✐ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ L0✱ ♣❛r ❧✬❛❝t✐♦♥ a.x = [a, x] ∈ L1 ♣♦✉r a ∈ L0 ❡t x ∈ L1✳
❙♦✐t L ✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ▲❛ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ T (L) ❞❡ L ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦♠❡ttr❛
❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⊗✳ ❊❧❧❡ ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ Z2✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ L ✿ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
T (L) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
|X1X2 . . . Xn| = |X1|+ |X2|+ · · ·+ |Xn| mod(2).
❈❡tt❡ Z2✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ♠✉♥✐t T (L) ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❙♦✐t I ❧✬✐❞é❛❧ ❞❡ T (L)
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [a, b] − ab + (−1)|a||b|ba✱ ♦ù a ❡t b s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❆❧♦rs✱ ❧❛
s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ U(L) ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t T (L)/I✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐❢
U(L) ❡st ✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ L✱ ❛✈❡❝ ❧❛ Z2✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ❡t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ L ✭❧❡s s✉♣❡r❝r♦❝❤❡ts✮ s❛✉❢ q✉❡ ❧❡ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t
[a, b] ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ab − (−1)|a||b|ba✱ ♦ù ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❢♦r♠❡❧❧❡✮ ❞❡ T (L)✳
U(L) ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿ ab = (−1)|a||b|ba + [a, b]✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t
[a, b] ❞✬❛♣rès ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ ❞❡ L✳
❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇✐r❦❤♦✛✲❲✐tt ✿
✶✼
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳ ❙♦✐t L = L0⊕L1 ✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✳ ❙♦✐t X1, . . . , Xn ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ L0 ❡t ξ1, . . . , ξm
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ L1✳ ❆❧♦rs ✉♥❡ ❜❛s❡ ✭❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✮ U(L) ❡st ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✿
Xk11 . . . X
kn
n ξ
λ1
1 . . . ξ
λm
m , ♦ù ki ≥ 0 ❡t λi ∈ {0, 1}✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇✐r❦❤♦✛✲❲✐tt ❞✐t q✉❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ L0 ❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ L1✱ ❛❧♦rs
♦♥ ♣❡✉t ré♦r❞♦♥♥❡r ❞❛♥s U(L) t♦✉t ♠♦♥ô♠❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ♠♦♥ô♠❡s ♦r❞♦♥♥és✳ ■❝✐✱ ♦♥
✐♥tè❣r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s U(L)✱ ξ2 ∈ L0 ♣♦✉r ξ ∈ L1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ T (L)
♣❛r I✱ ♦♥ ❛ ξ2 = 12 [ξ, ξ] ❡t [ξ, ξ] ∈ L0 ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✳
❊♥✜♥✱ ❧✐st♦♥s✲❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s ❞❡
s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ r❡❣❛r❞♦♥s A⊗ A ♦ù A ❡st ✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❝✐
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
(X1 ⊗X2)(Y1 ⊗ Y2) = (−1)
|X2||Y1|X1Y1 ⊗X2Y2.
❈❡❧❛ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
(X1 ⊗X2 ⊗X3)(Y1 ⊗ Y2 ⊗ Y3) = (−1)
|X3||Y1|(−1)|X2||Y1|(−1)|X3||Y2|X1Y1 ⊗X2Y2 ⊗X3Y3.
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ♠♥é♠♦t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st q✉❡ ✉♥ s✐❣♥❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t
✐♠♣❛✐r ✧tr❛✈❡rs❡✧ ✉♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t ✐♠♣❛✐r✳
❉❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ V = V0⊕V1 ❞✬✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡✱ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧❡ ✧✢✐♣✧✮ q✉✐ ❛❣✐t s✉r
V ⊗ V ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ✧s✉♣❡r✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✧ ✿
P (ei ⊗ ej) = (−1)
|ei||ej |ej ⊗ ei.
■❧ ② ❛ ❞❡s s✐❣♥❡s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ A⊗A s✉r V ⊗ V ✿
(X ⊗ Y )(ei ⊗ ej) = (−1)
|Y ||ei|X(ei)⊗ Y (ej).
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ gl(n|m)✳ ❙♦✐t V ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ Z2✲❣r❛❞✉é ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ (n|m)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ V =
V0 ⊕ V1 ❛✈❡❝ dim(V0) = n ❡t dim(V1) = m✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ s✉r
End(V ) ❡♥ ♣r❡♥❛♥t End(V ) = End(V )0 ⊕ End(V )1 ❛✈❡❝ ✿
End(V )0 = {f ∈ End(V )|f(V0) ⊂ V0 ❡t f(V1) ⊂ V1},
End(V )1 = {f ∈ End(V )|f(V0) ⊂ V1 ❡t f(V1) ⊂ V0}.
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡ Z2✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥✳
▲❡ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t [f, g] = fg − (−1)|f ||g|gf ♠✉♥✐t End(V ) ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✱
q✉✐ ❡st ♥♦té❡ gl(n|m)✳
❉❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ V ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❤♦♠♦❣è♥❡s
✭✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V0 ❛❝❝♦❧é❡ à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V1✮✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ End(V ) ❡st ✿(
A X
Y B
)
, ♦ù A,X, Y,B s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s n× n✱ m× n✱ n×m ❡t m×m✳
✶✽
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣❛✐r❡ ❡t ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡ End(V ) s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✿
End(V )0 = {
(
A 0
0 B
)
},
End(V )1 = {
(
0 X
Y 0
)
}.
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st gl(1|1)✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡st ✿
h1 =
(
1 0
0 0
)
, h2 =
(
0 0
0 1
)
, X+ =
(
0 1
0 0
)
, X− =
(
0 0
1 0
)
.
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❝✐ ❧❡ s✉♣❡r❝r♦❝❤❡t q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
[h1, h2] = 0, [h1, X
+] = X+, [h2, X
+] = −X+, [h1, X
−] = −X−, [h2, X
−] = X−,
{X+, X+} = 0, {X−, X−} = 0, {X+, X−} = h1 + h2.
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ A = A0 ⊕ A1 s❡r❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ρ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ A ✈❡rs
End(V ) ♦ù V = V0 ⊕ V1 t❡❧ q✉❡ ρ(A0) ⊂ End(V )0 ❡t ρ(A1) ⊂ End(V )1✳
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡ L = L0 ⊕ L1 s❡r❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ρ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡
❞❡ L ✈❡rs gl(n|m) t❡❧ q✉❡ ρ(L0) ⊂ gl(n|m)0 ❡t ρ(L1) ⊂ gl(n|m)1✳
✹ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❡s t✇✐sts ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢
❙♦✐t (A,m, ι,∆, ǫ, S) ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t s♦✐t F ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❞❡ A⊗A✳
P♦s♦♥s ∆˜(x) = F∆(x)F−1✳ ∆˜ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭❝❛r ∆ ❧✬❡st✮ ♠❛✐s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ❝♦♣r♦❞✉✐t✱ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t F ✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs
❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧✬é❧é♠❡♥t F t❡❧❧❡s q✉❡ ∆˜ s♦✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♣r♦❞✉✐t✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❛✐♥s✐ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❡①✐st❛♥t❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡❝✐ ✉♥ t✇✐st
❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
✹✳✶ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té s✬é❝r✐t (∆˜⊗ id)(∆˜) = (id⊗ ∆˜)(∆˜)✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ✿
(∆˜⊗ id)(∆˜(x)) = F12(∆⊗ id)(F∆(x)F
−1)F−112
= F12(∆⊗ id)(F )(∆⊗ id)(∆(x))(∆⊗ id)(F
−1)F−112 ,
❞❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛ ✿
(id⊗ ∆˜)(∆˜(x)) = F23(id⊗∆)(F )(id⊗∆)(∆(x))(id⊗∆)(F
−1)F−123 .
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ∆˜ ❡st ✿
(∆⊗ id)(F−1)F−112 F23(id⊗∆)(F ).(id⊗∆)(∆(x)).(id⊗∆)(F
−1)F−123 F12(∆⊗ id)(F )
= (∆⊗ id)(∆(x)) = (id⊗∆)(∆(x)),
✶✾
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ♥♦t❛♥t X = (∆⊗ id)(F−1)F−112 F23(id⊗∆)(F ) ∈ A⊗A⊗A ✿
X(id⊗∆)(∆(x))X−1 = (id⊗∆)(∆(x)).
❆✐♥s✐ X ❞♦✐t ❝♦♠♠✉t❡r ❛✈❡❝ (id⊗∆)(∆(x)) ♣♦✉r t♦✉t x ∈ A✳
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ X ❡st é❣❛❧ à 1⊗ 1⊗ 1✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ à ❧❛ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ∆˜
❡st
X = 1 ⇔ F23(id⊗∆)(F ) = F12(∆⊗ id)(F ). ✭✷✮
❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❝②❝❧❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡s t✇✐sts✱ q✉✐ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ (A,m, ι,∆, ǫ, S) ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t F ❞❡ A⊗A ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡
F23(id⊗∆)(F ) = F12(∆⊗ id)(F ) ❡t (ǫ⊗ id)(F ) = (id⊗ ǫ)(F ) = 1. ✭✸✮
(i) P♦s♦♥s v = m(id ⊗ S)(F )✱ ❛❧♦rs (A˜,m, ι, ∆˜, ǫ, S˜) ♦ù A˜ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ A ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ❛✈❡❝ ∆˜(x) = F∆(x)F−1 ❡t S˜(x) = vS(x)v−1✱ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st ❧❡
t✇✐st ❞❡ A ♣❛r F ✳
(ii) ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s A ❡st q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ R✱ ❛❧♦rs A˜ ❡st q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ R˜ = F21RF
−1✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✸✮✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ∆˜ ❡st ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳
■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦ü♥✐té ❡t ♣♦✉r ❧✬❛♥t✐♣♦❞❡✳
(ǫ⊗ id)(∆˜(x)) = (ǫ⊗ id)(F )(ǫ⊗ id)(∆(x))(ǫ⊗ id)(F−1)
= (ǫ⊗ id)(∆(x)) ❞✬❛♣rès ✭✸✮✱
= x ❝❛r A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r (id⊗ ǫ)(∆˜(x))✳
P♦s♦♥s F = a⊗ b ❡t F−1 = c⊗d ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r q✉✐ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs v = m(id⊗ S)(F ) = aS(b)✱ ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡r❛ ♣❧✉s ❜❛s q✉❡ v−1 = S(c)d✳ ❖♥ ❞♦✐t ♣r♦✉✈❡r q✉❡
m(S˜ ⊗ id)(∆˜x) = ǫ(x).1✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿
m(S˜ ⊗ id)(∆˜x) = m(S˜ ⊗ id)(ax1c⊗ bx2d)
= m(vS(ax1c)v
−1 ⊗ bx2d)
= aS(b)S(c)S(x1)S(a)S(c)dbx2d ❝❛r S ❡st ✉♥ ❛♥t✐✲❛✉t♦♠♦r♣❤✐s♠❡✱
= aS(b)S(c)S(x1)x2d ❝❛r ac = db = 1✱
= aS(b)S(c)ǫ(x)d ❞✬❛♣rès ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ♣♦✉r S✱
= vv−1ǫ(x) = ǫ(x).1.
❖♥ ♣r♦✉✈❡ m(id⊗ S˜)(∆˜x) = ǫ(x).1 ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r✐té ❞❡ A˜✱ ♥♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ∆˜op = F21∆opF
−1
21 ✱ ❡t ♦♥
❛ ❞♦♥❝ ✿
R˜∆˜ = F21RF
−1F∆F−1 = F21∆
opRF−1 = F21∆
opF−121 F21RF
−1 = ∆˜opR˜.
❆✐♥s✐✱ A˜ ❡st ♣r❡sq✉❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ (∆˜ ⊗ id)(R˜) = R˜13R˜23 ❡t (id ⊗ ∆˜)(R˜) =
R˜13R˜12✳ ◆♦t♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞✉❡ ✭♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✇❡❡❞❧❡r✮✱ R = s ⊗ t✱ F = a ⊗ b✱
F−1 = c⊗ d ❡t ∆(x) = x1 ⊗ x2✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✷✵
✕ (i) (∆⊗ id)(R) = R13R23 ❡t (id⊗∆)(R) = R13R12✱
✕ (ii) R∆ = ∆opR ⇔ sx1 ⊗ tx2 = x2s⊗ x1t✱
✕ (iii) F12(∆ ⊗ id)(F ) = F23(id ⊗ ∆)(F ) ⇔ aa′1 ⊗ ba
′
2 ⊗ b
′ = a′ ⊗ ab′1 ⊗ bb
′
2 ⇔ a
′
1 ⊗ a
′
2 ⊗ b
′ =
ca′ ⊗ dab′1 ⊗ bb
′
2✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✈ér✐✜♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♠✐s q✉❡ v−1 = S(c)d✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ S ⊗ id⊗ S à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥
❞❡ (iii)✱ ❡t ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡ t♦✉t✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿
S(a′1)a
′
2S(b
′) = ǫ(a′)S(b′) = 1 ❝❛r ǫ(a′) ∈ C✱ ǫ(a′)b′ = 1⇔ (ǫ⊗ id)(F ) = 1 ❡t S(1) = 1✳
▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ✿
S(a′)S(c)dab′1S(b
′
2)S(b) = S(a
′)S(c)daǫ(b′)S(b) = S(c)daS(b).
❉♦♥❝ S(c)d ❡st ❜✐❡♥ ❧✬✐♥✈❡rs❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ v✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ✐❧ ❡st ✐♥✈❡rs❡ à ❞r♦✐t❡ ✭❝❡tt❡ ❢♦✐s✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ (id⊗ ǫ)(F ) = 1✮✳ P♦✉r ❧❛ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛r✐té✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿
(∆˜⊗ id)(R˜) = (∆˜⊗ id)(F21)(∆˜⊗ id)(R)(∆˜⊗ id)(F
−1)
= F12(∆⊗ id)(F21)(∆⊗ id)(R)(∆⊗ id)(F
−1)F−112
(i)
= F12(∆⊗ id)(F21)R13.R23(∆⊗ id)(F
−1)F−112
❖r✱
R23(∆⊗ id)(F
−1)F−112
(iii)
= R23(id⊗∆)(F
−1)F−123
(ii)
= (id⊗∆op)(F−1)R23F
−1
23
= (c⊗ d2 ⊗ d1).R23F
−1
23 ,
❡t
F12(∆⊗ id)(F21)R13 = (ab
′
1 ⊗ bb
′
2 ⊗ a
′).(s⊗ 1⊗ t)
(iii)
= (ba′2 ⊗ b
′ ⊗ aa′1).(s⊗ 1⊗ t)
(ii)
= bsa′1 ⊗ b
′ ⊗ ata′2
= F31R13.(a
′
1 ⊗ b
′ ⊗ a′2)
(iii)
= F31R13.(ca
′ ⊗ bb′2 ⊗ dab
′
1) = F31R13F
−1
13 (a
′ ⊗ bb′2 ⊗ ab
′
1).
❊♥ ré✉♥✐ss❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
(∆˜⊗ id)(R˜) = F31R13F
−1
13 .(a
′c⊗ bb′2d2 ⊗ ab
′
1d1).R23F
−1
23
= F31R13F
−1
13 .(1⊗ b⊗ a).R23F
−1
23
= F31R13F
−1
13 F32R23F
−1
23 = R˜13R˜23.
▲✬é❣❛❧✐té (id⊗ ∆˜)(R˜) = R˜13R˜12 s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t ❛ ❢❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R à
✉♥ t✇✐st ♣rès ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❧❡s t✇✐sts ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿
✷✶
✕ ✭ré✢❡①✐✈✐té✮■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣❛r ✉♥ t✇✐st ✿
F = 1⊗ 1✳
✕ ✭s②♠étr✐❡✮ ❙♦✐❡♥t A ❡t A˜ ❧❡ t✇✐st ❞❡ A ♣❛r F ✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ A ❡st ❧❡ t✇✐st ❞❡ A˜ ♣❛r F−1✳ ❱ér✐✜♦♥s
q✉❡ F−1 ❡st ✉♥ t✇✐st ❞❛♥s A˜ ✿
F−112 (∆˜⊗ id)(F
−1) = F−112 F12(∆⊗ id)(F
−1)F−112 = (F12(∆⊗ id)(F ))
−1,
❞❡ ♠ê♠❡
F−123 (id⊗ ∆˜)(F
−1) = (F23(id⊗∆)(F ))
−1,
❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ F−1 ❡st ✉♥ t✇✐st ❞❡ A˜ ✈❡rs ˜˜A✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
˜˜∆(x) = F−1∆˜(x)F = F−1F∆(x)F−1F = ∆(x),
❝❡ q✉✐ ✜♥✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ˜˜A = A✳
✕ ✭tr❛♥s✐t✐✈✐té✮ ❙♦✐❡♥t A✱ A′ ❧❡ t✇✐st ❞❡ A ♣❛r F ❡t A′′ ❧❡ t✇✐st ❞❡ A′ ♣❛r F ′✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ G = F ′F
❡st ✉♥ t✇✐st ❞❡ A ✈❡rs A′′✳ ❖♥ ❛
G12(∆⊗ id)(G) = F
′
12F12(∆⊗ id)(F
′)(∆⊗ id)(F )
= F ′12F12(∆⊗ id)(F
′)F−112 F12(∆⊗ id)(F )
= F ′12(∆
′ ⊗ id)(F ′)F12(∆⊗ id)(F )
= F ′23(id⊗∆
′)(F ′)F23(id⊗∆)(F )
= F ′23F23(id⊗∆)(F
′)(id⊗∆)(F )
= G23(id⊗∆)(G).
❉❡ ♣❧✉s✱ G∆(x)G−1 = ∆′′(x)✳
❘❡♠❛rq✉❡s ✿
✕ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (ǫ⊗id)(F ) = (id⊗ǫ)(F ) = 1 ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r 1 ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t
❝❡♥tr❛❧ ❞❡ A✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ 1 ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦ü♥✐té ❞❛♥s ❧✬❛❧❣è❜r❡ t✇✐sté❡✳
✕ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ (∆ ⊗ id)(F ) = F13F23 ❡t (id ⊗ ∆)(F ) = F13F12✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛
❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (R,F ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ❝✬❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r très ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡
❧✐❡✉ à t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭❬✶✹❪✱ ❬✶✺❪✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t✇✐st
❞❡✈✐❡♥t ✐❝✐ ✿
F12F13F23 = F23F13F12,
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s t✇✐sts ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (R,F ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
♥✬✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡✮✳ ▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ s❡r❛
❛♣♣❡❧é ✉♥ t✇✐st ❣é♥ér❛❧✐sé ♦✉ s❡✉❧❡♠❡♥t t✇✐st✳
✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ A q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
t✇✐st✳ ❈❡ t✇✐st ❡♥✈♦✐❡ ∆ à ∆op✱ ❡t R à R21✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Aop ❡st ✉♥ t✇✐st ❞❡ A ♣❛r R✳
✹✳✷ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡ ❞❡ A✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡
✷✷
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t
✈ér✐✜❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t F ♣♦✉r êtr❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ✉♥ t✇✐st✳
❙♦✐t (ρ, V ) ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ (A,µ, ι,∆, ǫ, S,R)✳ P❛r ❛❜✉s
❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s à ♥♦t❡r X = ρ(X) ♣♦✉r X ∈ A⊗
n
✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞❡ ♣❧✉s Xˆ = PX
♣♦✉r X ∈ A⊗A ♦ù P (ei ⊗ ej) = ej ⊗ ei✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ P 2 = 1✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡✱ ♣♦✉r X = x1⊗x2✱ Xij ❧✬é❧é♠❡♥t 1⊗1⊗· · ·⊗x1⊗1⊗· · ·⊗1⊗x2⊗1 · · ·⊗1✱
♦ù x1 ❡st ❡♥ iè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t x2 ❡st ❡♥ jè♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛✉① é❧é♠❡♥ts
❞❡ A⊗
n
❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛✉ss✐ Xˆij = PijXij ✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ X21 = PXP ✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t R˜ = F21RF−1 =
PFPRF−1 ❡t ❞♦♥❝ ˆ˜R = FPRF−1 = FRˆF−1✳
❙♦✐t F ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ q✉✐ ❛❣✐t s✉r V ⊗ V ✳ P♦s♦♥s A123 ❡t B123 q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t
s✉r V ⊗
3
✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡ A ❡t B s♦✐❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (∆ ⊗ id)(F ) ❡t
(id ⊗ ∆)(F )✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❝②❝❧❡ ✭✷✮ ✭q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✮
❞❡✈✐❡♥t ✿
F12A123 = F23B123. ✭✹✮
A ❡t B s♦♥t r❡❧✐és ❛✉ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡ F ❡t ❞♦♥❝ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R✳ ❈❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r
A✱B ❡t R s✐ A ❡t B ✈❡✉❧❡♥t êtr❡ ❞❡s ❝❛♥❞✐❞❛ts ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✮ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r (∆⊗ id)(F ) ❡t
(id⊗∆)(F )✳ ❖♥ ❛ ✿
R12(∆⊗ id)(F ) = (∆
op ⊗ id)(F )R12
⇔ R12A123 = A213R12
⇔ P12R12A123 = P12A213R12,
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
Rˆ12A123 = A123Rˆ12. ✭✺✮
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❛
R23(id⊗∆)(F ) = (id⊗∆
op(F )R23
⇔ R23B123 = B132R23
⇔ P23R23B123 = P23B132R23,
❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
Rˆ23B123 = B123Rˆ23. ✭✻✮
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✭♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✮ F ✱ A ❡t B ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✹✮✱✭✺✮
❡t ✭✻✮✱ ❡t r❡❣❛r❞♦♥s s✐ ˆ˜R = FRˆF−1 ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ✿
ˆ˜R12
ˆ˜R23
ˆ˜R12 = F12Rˆ12 F
−1
12 F23︸ ︷︷ ︸
A123B
−1
123
Rˆ23 F
−1
23 F12︸ ︷︷ ︸
B123A
−1
123
Rˆ12F
−1
12
(✺),(✻)
= F12A123Rˆ12Rˆ23B
−1
123B123Rˆ12A
−1
123Fˆ
−1
12
= F12A123 . Rˆ12Rˆ23Rˆ12 . A
−1
123Fˆ
−1
12 ,
✷✸
ˆ˜R23
ˆ˜R12
ˆ˜R23 = F23Rˆ23 F
−1
23 F12︸ ︷︷ ︸
B123A
−1
123
Rˆ12 F
−1
12 F23︸ ︷︷ ︸
A123B
−1
123
Rˆ23F
−1
23
(✺),(✻)
= F23B123Rˆ23Rˆ12A
−1
123A123Rˆ23B
−1
123F
−1
23
= F23B123 . Rˆ23Rˆ12Rˆ23 . B
−1
123F
−1
23 ,
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Rˆ ✈ér✐✜❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡s ✷ ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t
é❣❛❧❡s✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ s✐ ♦♥ ❛ tr♦✉✈é F ✱ A ❡t B ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✹✮✱✭✺✮ ❡t ✭✻✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ FRˆF−1 ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✳ ❉♦♥❝ s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A ❡t B s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ (∆⊗ id)(F ) ❡t ❞❡ (id⊗∆)(F )✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥
✧t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡✧ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ (A,µ, ι,∆, ǫ, S,R) ✈❡rs ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ (A˜, µ, ι, ∆˜, ǫ, S˜, R˜)
✭♥♦✉s ❞✐r♦♥s s♦✉✈❡♥t ❞❡ R ✈❡rs R˜✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t Fˆ = PF ✱ ˜ˆR = Fˆ RˆFˆ−1✱ Aˆ = P23P13A ❡t Bˆ = P12P13B✱
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✮✱ ✭✺✮ ❡t ✭✻✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
Fˆ23Aˆ123 = Fˆ12Bˆ123, Rˆ23Aˆ123 = Aˆ123Rˆ12, Rˆ12Bˆ123 = Bˆ123Rˆ23, ✭✼✮
❡t ˜ˆR ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✧❛✈❡❝ ❝❤❛♣❡❛✉✧ ♦✉ ✧s❛♥s ❝❤❛♣❡❛✉✧ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♦❜t❡♥✐r Rˆ ♦✉ Rˆ21✮✳
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ❧❡s t✇✐sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❞❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡r à ✉♥ t✇✐st ♣rès✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✱ ❧❡s t✇✐sts ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭ ✹✮✱✭ ✺✮ ❡t ✭ ✻✮✱ ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✧❛✈❡❝ ❝❤❛♣❡❛✉✧ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡✳
✕ ✭ré✢❡①✐✈✐té✮F = id✱ ❡t A = B = id ❡st ✉♥ t✇✐st q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ R à R✳
✕ ✭s②♠étr✐❡✮ ❙♦✐❡♥t Rˆ✱ ˜ˆR = Fˆ RˆFˆ−1 ❡t (Fˆ , Aˆ, Bˆ) q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ Rˆ à ˜ˆR✳ ❆❧♦rs✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ (Gˆ, Cˆ, Dˆ) =
(Fˆ−1, Fˆ23Bˆ
−1
123Fˆ
−1
12 , Fˆ12Aˆ
−1
123Fˆ
−1
23 ) ❡st ✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
˜ˆ
R ✈❡rs Rˆ✳ ❖♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t Rˆ =
Gˆ
˜ˆ
RGˆ−1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✭✼✮ ♣♦✉r (Gˆ, Cˆ, Dˆ) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✼✮ ♣♦✉r (Fˆ , Aˆ, Bˆ) ✿
Gˆ23Cˆ123 = Fˆ
−1
23 Fˆ23Bˆ
−1
123Fˆ
−1
12 = Aˆ
−1
123Fˆ
−1
23 = Fˆ
−1
12 Dˆ123 = Gˆ12Dˆ123,
˜ˆ
R23Cˆ123 = Fˆ23Rˆ23Bˆ
−1
123Fˆ
−1
12 = Fˆ23Bˆ
−1
123Rˆ12Fˆ
−1
12 = Cˆ123
˜ˆ
R12,
˜ˆ
R12Dˆ123 = Fˆ12Rˆ12Aˆ
−1
123Fˆ
−1
23 = Fˆ12Aˆ
−1
123Rˆ23Fˆ
−1
23 = Dˆ123
˜ˆ
R23.
✕ ✭tr❛♥s✐t✐✈✐té✮ ❙♦✐❡♥t (Fˆ , Aˆ, Bˆ) ✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ Rˆ ✈❡rs Rˆ′✱ ❡t (Gˆ, Cˆ, Dˆ) ✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡ Rˆ′ ✈❡rs Rˆ′′✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
(Hˆ, Xˆ, Yˆ ) = (GˆFˆ , Fˆ−123 Cˆ123Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Fˆ23Aˆ123, Fˆ12Dˆ123Rˆ
′
12Rˆ
′
23Rˆ
′
12Fˆ12Bˆ123)
✷✹
❡st ✉♥ t✇✐st ❞❡ Rˆ ✈❡rs Rˆ′′✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ Rˆ′′ = GˆRˆGˆ−1✳ ❱ér✐✜♦♥s ✭✼✮✱ tr❛✐t♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ✿
Rˆ23Xˆ123 = Rˆ23Fˆ
−1
23 Cˆ123Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Fˆ23Aˆ123
= Fˆ−123 Rˆ
′
23Cˆ123Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Fˆ23Aˆ123
= Fˆ−123 Cˆ123Rˆ
′
12Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Fˆ23Aˆ123
= Fˆ−123 Cˆ123Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Rˆ
′
23Fˆ23Aˆ123
= Fˆ−123 Cˆ123Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Fˆ23Rˆ23Aˆ123
= Fˆ−123 Cˆ123Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Fˆ23Aˆ123Rˆ12
= Xˆ123Rˆ12.
❈❡ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ Rˆ12Yˆ123 = Yˆ123Rˆ23✳ ❊♥✜♥✱
♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿
Hˆ23Xˆ123 = G23Cˆ123Rˆ
′
23Rˆ
′
12Rˆ
′
23Fˆ23Aˆ123
= G12Dˆ123Rˆ
′
12Rˆ
′
23Rˆ
′
12Fˆ12Bˆ123
= Hˆ12Yˆ123,
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭✧st❛♥❞❛r❞✧✮
❡t s❛ R✲♠❛tr✐❝❡ R✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ R✲♠❛tr✐❝❡ R˜ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❛✉tr❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭✧♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞✧✮✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ t✇✐st ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✧st❛♥❞❛r❞✧ ✈❡rs ❧❛ ✧♥♦♥✲
st❛♥❞❛r❞✧✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ R ✈❡rs R˜✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts F ✱ A✱ B
✈ér✐✜❛♥t ˆ˜R = FRˆF−1✱ ❡t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✮✱✭✺✮ ❡t ✭✻✮✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱
❛❧♦rs ♦♥ ❡st ❝❡rt❛✐♥ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ❝❛r s✬✐❧ ❡①✐st❛✐t✱ ✐❧ ❞♦♥♥❡r❛✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❡①✐st❡♥t✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❞é❥à ✉♥
t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡①✐st❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❤é♦rè♠❡
♣r♦✉✈❛♥t ❝❡❝✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s F ✱ A ❡t B✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ sûr q✉❡
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❋✱ t❡❧ q✉❡ (∆⊗ id)(❋) s♦✐t r❡♣rés❡♥té ♣❛r A ❡t (id⊗∆)(❋) ♣❛r B✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ② ❛ ❧❡ t✇✐st ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s A123 = F13F23 ❡t
B123 = F13F12✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
F12F13F23 = F23F13F12, R12F13F23 = F23F13R12, ❡t R23F13F12 = F23F13R23.
✧❆✈❡❝ ❝❤❛♣❡❛✉✧✱ ❝❡❧❛ ❞❡✈✐❡♥t ✿
Fˆ23Fˆ12Fˆ23 = Fˆ12Fˆ23Fˆ12, Rˆ12Fˆ23Fˆ12 = Fˆ23Fˆ12Rˆ23 Rˆ23Fˆ12Fˆ23 = Fˆ12Fˆ23Rˆ12.
◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡❝✐ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞✉ t✇✐st ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❡st q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✭❝❡ q✉✐ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❝❛s✮ q✉❡
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ❆❧♦rs R ❡t F s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s 4 × 4 ❡t ✐❧ ②
❛ ❞♦♥❝ 16 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F ✮✳ ❖r ❧❡s 16 éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ˆ˜RF = FRˆ
ré❞✉✐s❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ s②stè♠❡ ❢❛✐t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t
❝✉❜✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✳
❚❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t✇✐st ❣é♥ér❛❧✐sé✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs 16 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s F ✱ ♠❛✐s ✐❧ ② ❛
♠❛✐♥t❡♥❛♥t 64 ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s A ❡t 64 ❞❛♥s B✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✮ ❡t ✭✻✮ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t
✷✺
ré❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s 128 ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ✭✹✮✱ ❝✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
64 éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞❡ 16 ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳
❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣❛✐r❡s (Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡s✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ t✇✐st ✐❧ ② ❛✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❡t ♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s❡
t♦✉r♥❡r ✈❡rs ❧❡s t✇✐sts ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ✈❛ s❡ ♣❛ss❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳
✺ ▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ gl(1|1) ❡t ❧❡✉rs t✇✐sts
✺✳✶ ❉é❢♦r♠❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ U(gl(1|1)) ✿ Uα(gl(1|1)) ❡t Uq(gl(1|1))
▲✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡ gl(1|1) ♥♦té❡ U(gl(1|1) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r X+✱ X−✱ H ❡t I
✈ér✐✜❛♥t ✿
[H,X±] = ±2X±, [I,H] = 0, [I,X±] = 0, {X+, X−} = I, {X+, X+} = {X−, X−} = 0.
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡t s✉♣❡r✲❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♥♦♥✲❞é❢♦r♠é❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢ ❞❡ U(gl(1|1)) ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀Y ∈ {H, I,X+, X−} : ∆0(Y ) = Y ⊗ 1 + 1⊗ Y, ǫ0(Y ) = 0, S0(Y ) = −Y.
❈❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ Z✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
gr(H) = gr(I) = 0, gr(X+) = 1, gr(X−) = −1,
❡t ❧❛ ♣❛r✐té ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s U(gl(1|1))✱ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ Z2✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥✱ ♦✉ ✧s✉♣❡r✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥✧✱
❡st ✿
|Y | = (−1)gr(Y ).
❆✐♥s✐✱ X+ ❡t X− s♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✐♠♣❛✐rs ♦✉ ✧❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡s✧✱ ❡t H ❡t I s♦♥t ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣❛✐rs
♦✉ ✧❜♦s♦♥✐q✉❡s✧✳
▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ U(gl(1|1)) q✉✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ s✉♣❡r✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t❡ ❛✉ss✐
❧❛ Z✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦té❡ Uα(gl(1|1)) ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
∆(H) = ∆0(H), ∆(I) = ∆0(I), ∆(X
+) = X+ ⊗ eαI + 1⊗X+, ∆(X−) = X− ⊗ 1 + e−αI ⊗X−,
[H,X±] = ±2X±, [I,H] = 0, [I,X±] = 0,
{X+, X+} = 0, {X−, X−} = 0, {X+, X−} = e
αI−e−αI
q−q−1
,
✭✽✮
ǫ(X±) = 0, ǫ(H) = ǫ(I) = 0, S(H) = −H, S(I) = −I, S(X+) = −X+e−αI , S(X−) = −eαIX−.
❖♥ ❛ ♣♦sé q = eα✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ Uα(gl(1|1)) ❡st ✏q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✑ ❛✈❡❝ ❧❛ R✲♠❛tr✐❝❡
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✭q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✮ ✿
R = e
α
2
(H⊗I+I⊗H)(1⊗ 1− (q − q−1)X+ ⊗X−).
✷✻
❉❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ✭♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢♦♥t ✭✽✮✮✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✿
H 7→
(
1 0
0 −1
)
, I 7→
(
1 0
0 1
)
, X+ 7→
(
0 1
0 0
)
, X− 7→
(
0 0
1 0
)
.
❊t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ Rˆ ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ✐❝✐ P =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 −1

 ✿
Rˆ = PR =


q 0 0 0
0 0 1 0
0 1 q − q−1 0
0 0 0 −q−1

 . ✭✾✮
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ s♦✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ✭✽✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ eαI ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣é♥ér❛t❡✉r
K✱ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❞❥♦✐♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ♥♦téK−1✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t q = eα✱ t♦✉t❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡
✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ α ❛ ❞✐s♣❛r✉✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Uq(gl(1|1)) ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r K✱ H✱ X+✱
X− ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ q✉✐ s❡ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❞❡ ✭✽✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t K = eαI ✭K ❡st ❝❡♥tr❛❧✱ ∆(K) = K⊗K✱
ǫ(K) = 1✱ S(K) = K−1✮✳ ▼♦♥tr♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ✿
∆(K) = ∆(eαI) = ∆(
∞∑
n=0
(αI)n
n! )
=
∞∑
n=0
αn∆(I)n
n!
=
∞∑
n=0
αn(I⊗1+1⊗1)n
n!
=
∞∑
n=0
αn
n!
n∑
k=0
(
n
k
)
Ik ⊗ In−k (m = n− k)
=
∞∑
k,m=0
(αI)k
k! ⊗
(αI)m
m!
= eαI ⊗ eαI = K ⊗K.
■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ U(gl(1|1))✱ ❛✈❡❝ 2 ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈♦♠♠❡
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t q✉✐ ♥♦✉s ♦❝❝✉♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬♦❜t❡♥✐r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ t✇✐st s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t F s✉✐✈❛♥t ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t✇✐st q✉✐ s♦♥t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❡✱
F12(∆⊗ id)(F ) = F23(id⊗∆)(F ) ❡t (ǫ⊗ id)(F ) = (id⊗ ǫ)(F ) = 1 ✿
F = e
β
2
I⊗H .
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ♥♦té❡ Uα,β(gl(1|1))✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
R✲♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ R˜ = F21RF−1 ✿
R˜ = e
α
2
(H⊗I+I⊗H)e
β
2
(H⊗I−I⊗H)(1⊗ 1− (q − q−1)e−βIX+ ⊗ eβIX−).
✷✼
❊♥ ♣♦s❛♥t p = eβ ✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ˆ˜R ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿
ˆ˜R =


q 0 0 0
0 0 p−1 0
0 p q − q−1 0
0 0 0 −q−1

 . ✭✶✵✮
▲❡ t✇✐st ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t✱ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ✿
∆˜(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H, ∆˜(I) = I ⊗ 1 + 1⊗ I,
∆˜(X+) = X+ ⊗ eαI + eβI ⊗X+, ∆˜(X−) = X− ⊗ e−βI + e−αI ⊗X−.
✺✳✶✳✶ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Uα(gl(1|1)) ❡t ❞❡ Uq(gl(1|1))
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ Uq(gl(1|1)) ❡t ❞❡ Uα(gl(1|1))✳ ◆♦✉s
❧✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t ❡♥ s♦✐ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣è❜r❡s✳ P❛r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞r♦♥s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ♥♦♥ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ gl(2)✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s
❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❬✷✵❪ ♦✉ ❬✷✸❪✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù α ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✮ ❡st ✐♥❞ét❡r♠✐♥é ✿ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é✳
■❧ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ Uq(gl(1|1))✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❈❛s✐♠✐r ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ❜❛s❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
I ♦ù K✱ H1, X
+, X−, ♦ù ♦♥ ❛ ♣r✐s H1 =
1
2
(H + I) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✭✽✮✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t H1 s♦♥t [H1, X±] = ±X± ❡t [H1, I] = 0✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❡✱ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t H1 7→
(
1 0
0 0
)
✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ Uα(gl(1|1)) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s 2 é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
Z1 = I, Z2 = X
+X− −
eαI − e−αI
q − q−1
H1.
▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ Uq(gl(1|1)) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s 2 é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
Z1 = K, Z2 = X
+X− −
K −K−1
q − q−1
H1.
Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❝❡♥tr❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ Uα(gl(1|1))✱ q✉✐ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇✐r❦❤♦✛✲❲✐tt ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿∑
i,j,k,l
cijklI
iHj1(X
+)k(X−)l =
∑
i,j
c
(0)
ij I
iHj1 +
∑
i,j
c
(1)
ij I
iHj1X
+ +
∑
i,j
c
(2)
ij I
iHj1X
− +
∑
i,j
c
(3)
ij I
iHj1X
+X−.
✷✽
❖♥ ✈♦✐t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♠♠✉t❡r ❛✈❡❝ H1✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r c
(1)
ij = c
(2)
ij = 0✳ ▼❛✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ I = Z1 ❡t
X+X− s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Z2 ❡t H1✱ ❞♦♥❝ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ r❡st❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡ ✭♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡✮ ❞❡ H1 q✉✐ ❡st ❝❡♥tr❛❧❡✳ ❖r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(H1)✱ ♦♥ ❛ f(H1)X+ =
X+f(H1 + 1) ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s ✈ér✐✜❡r f(H1) = f(H1 + 1)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st ❜✐❡♥
〈Z1, Z2〉✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r Uq(gl(1|1))✳
❉❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❧❡s ❈❛s✐♠✐rs Z1 ❡t Z2 s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭❧❡♠♠❡ ❞❡ ❙❝❤✉r✮ ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳
◆♦t♦♥s c1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t c2✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Z1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Z2✮✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐✲
♥✉❡r♦♥s à ♥♦t❡r I✱ ✭♦✉ K✮✱ H1, X+, X− ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ c1 6= 0✳ ◆♦t♦♥s ρ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t U c1c2 ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ Uα(gl(1|1))
♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s Z1 = c1 ❡t Z2 = c2✳ ρ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ U c1c2 ✳ ❖r✱ t♦✉t
é❧é♠❡♥t ❞❡ U c1c2 ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✿
a1 + a2X
+ + a3X
− + a4X
+X−, ♦ù ai ∈ C✱
❝❛r ❞❛♥s U c1c2 ✱ I = c1 ❡t H1 =
q−q−1
eαc1−e−αc1
(X+X− − c2) ❝❛r c1 6= 0✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✉r♥s✐❞❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✶❪✮ ✿ ❙♦✐t V ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1 s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s s✉r V ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭♣❛s
❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥♦♥✲tr✐✈✐❛✉①✮✱ ❛❧♦rs A ❝♦♥t✐❡♥t Mat(V )✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s s♦♥t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✱ ❝❛r s✐♥♦♥ ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐r❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st
4✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ sé♣❛r❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù c1 ❡st ♥✉❧ ♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✉r♥s✐❞❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s✳
❝❛s ✶ ✿ c1 6= 0✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s ✷✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ (X+)2 = 0
♠❛✐s X+ 6= 0 ❝❛r {X+, X−} = e
αc1−e−αc1
q−q−1
6= 0✳ ❉♦♥❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳
P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦ù X+ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r X+ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r X− ✿
X+ 7→
(
0 1
0 0
)
, X− 7→
eαc1 − e−αc1
q − q−1
(
0 0
1 0
)
.
❈♦♥♥❛✐ss❛♥t X+✱ X−✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❞♦♥❝ X+X−✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡✱ ♣r❡♥❛♥t ✿
H1 7→
q − q−1
eαc1 − e−αc1
(X+X− − c2),
❛❧♦rs t♦✉t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r t♦✉t c2✳
❝❛s ✷ ✿ c1 = 0✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❛ Z2 = X+X− = c2✱ ♠❛✐s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs {X+, X−} = e
αc1−e−αc1
q−q−1
= 0 ❡t
❞♦♥❝ (X+X−)2 = X+X−X+X− = −X+X+X−X− = 0✳ ❆✐♥s✐✱ c22 = 0 ❡t ❞♦♥❝ c2 = 0✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛
♠❛✐♥t❡♥❛♥t (X+)2 = (X−)2 = X+X− = X−X+ = 0✳ ❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♦ù X+ ❡st s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❏♦r❞❛♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥st✐t✉é s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ s♦✐t ❞❡ ❜❧♦❝s
(
0 1
0 0
)
✱ s♦✐t ❞❡ 0✱
s♦✐t ❞❡ ❜❧♦❝s
(
0 1
0 0
)
❡t ❞❡ 0✮✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡✱ ♣♦✉r êtr❡ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦✐t
êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ X+ 7→ 0✱ X− 7→ 0✱ I 7→ 0 ❡t H1 ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿
✷✾
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Uα(gl(1|1)) s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿
✕ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❧❛❜❡❧❧é❡s ♣❛r ✷ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s c1✱ ❡t c2 ❛✈❡❝ c1 6= 0 ❡t c2
❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t µ1 =
eαc1−e−αc1
q−q−1
✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
X+ 7→
(
0 1
0 0
)
, X− 7→
(
0 0
µ1 0
)
, I 7→
(
c1 0
0 c1
)
, H1 7→
(
− c2
µ1
+ 1 0
0 − c2
µ1
)
.
✕ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❧❛❜❡❧❧é❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ c✱ ♦ù ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t
❞♦♥♥és ♣❛r ✿
X+ 7→ 0, X− 7→ 0, I 7→ 0, H1 7→ c.
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ t♦✉r♥♦♥s✲♥♦✉s ✈❡rs Uq(gl(1|1))✳ ◆♦t♦♥s k1 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❈❛s✐♠✐rK ❡t ❝♦♥s❡r✈♦♥s c2 ♣♦✉r
❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❈❛s✐♠✐r✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ k1 6= 0 ❝❛r ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ K ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ k1 q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ {X+, X−} =
k1−k
−1
1
q−q−1
q✉✐ s♦♥t k1 = ±1✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ Uq(gl(1|1)) s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿
✕ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❧❛❜❡❧❧é❡s ♣❛r ✷ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s k1 ❡t c2 ❛✈❡❝ k1 6= 0,±1 ❡t
c2 ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t µ1 =
k1−k
−1
1
q−q−1
✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
X+ 7→
(
0 1
0 0
)
, X− 7→
(
0 0
µ1 0
)
, K 7→
(
k1 0
0 k1
)
, H1 7→
(
− c2
µ1
+ 1 0
0 − c2
µ1
)
.
✕ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❧❛❜❡❧❧é❡s ♣❛r ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s k1 ❡t c✱ ♦ù k1 ∈ {−1, 1}
❡t c ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❡t ♦ù ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
X+ 7→ 0, X− 7→ 0, K 7→ k1, H1 7→ c.
❘❡♠❛rq✉❡s
✕ ❖♥ ✈♦✐t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ Uα(gl(1|1)) ❡t ❞❡ Uq(gl(1|1)) s♦♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s✳
✕ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ✐❧ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❧✉s ✐❝✐ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ♣♦✉r gl(2)
✭✈♦✐r ❬✷✸❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Uα(gl(2)) s❡ ❞é❞♦✉❜❧❡ ♣♦✉r Uq(gl(2)) ✿
✉♥ s✐❣♥❡ ±1 ❡♥tr❡ ❡♥ ❥❡✉✳ ■❝✐✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s✱ ❡t ❝❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥✳
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ r❡❣❛r❞♦♥s Uq(sl(2)) q✉✐ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r E,F,K ✈ér✐✜❛♥t [E,F ] = K−K
−1
q−q−1
✱
KE = q2EK✱ KF = q−2FK✳ Uα(sl(2)) ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r E,F,H✱ ✈ér✐✜❛♥t [E,F ] = e
αH−e−αH
q−q−1
✱
[H,E] = 2E✱ [H,F ] = −2F ✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♥t K = eαH ✳
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r Uq(sl(2))✱ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ V (σ, j) =
〈emj , m = j, j − 1, . . . ,−j〉✱ ❛✈❡❝ σ = ±1 ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
K(σ, j)emj = σq
2memj , E(σ, j)e
m
j = e
m+1
j , F (σ, j)e
m
j = σ(j +m)q(j −m+ 1)qe
m−1
j .
❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ σ = ±1✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧à s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
Uα(sl(2))✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❞❡ Uq(sl(2)) ✭r❡s♣✳ Uα(sl(2))✮✳
✸✵
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ t❡❧❧❡ q✉❡ K ✭r❡s♣✳ H✮ s♦✐t ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡t E s♦✐t
str✐❝t❡♠❡♥t tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ✿
E 7→
(
0 1
0 0
)
, K 7→
(
k 0
0 kq−2
)
, ✭r❡s♣✳ H 7→
(
h 0
0 h− 2
)
✮, F 7→
(
0 0
x 0
)
,
❡t ✐❧ r❡st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à ✈ér✐✜❡r [E,F ] = K−K
−1
q−q−1
✭r❡s♣✳ [E,F ] = e
αH−e−αH
q−q−1
✮✳ ■❝✐✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿{
x(q − q−1) = k − k−1
−x(q − q−1) = kq−2 − k−1q2
, r❡s♣✳
{
x(q − q−1) = qh − q−h
−x(q − q−1) = qhq−2 − q−hq2
,
❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s k = ±q✱ ❡t x = ±1✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s
h = 1✱ ❡t x = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❡ σ✳ P♦✉r gl(1|1)✱ ♦♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ✿
X+ =
(
0 1
0 0
)
, K =
(
k 0
0 k
)
, ✭r❡s♣✳ I =
(
h 0
0 h
)
✮, X− =
(
0 0
x 0
)
,
❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ {X+, X−} = K−K
−1
q−q−1
✭r❡s♣✳ {X+, X−} = e
αI−e−αI
q−q−1
✮ ❞♦♥♥❡ ✿{
x(q − q−1) = k − k−1
x(q − q−1) = k − k−1
, r❡s♣✳
{
x(q − q−1) = qh − q−h
x(q − q−1) = qh − q−h
,
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r x ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ k ✭r❡s♣✳ h✮ ✭❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡ k = ±1✱ r❡s♣✳ h = 0✮✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t❡✉r✱ ✭❡t ❛✉ss✐
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✭I ♦✉ K✮✮ ❢❛✐t q✉❡ ❧à ♦ù ✐❧ ② ❛✈❛✐t
❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r sl(2)✱ ✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ♣❧✉s q✉❡ ✉♥❡ ♣♦✉r gl(1|1)✱ ❡t ❧❡ s✐❣♥❡ σ ❞✐s♣❛r❛ît✳ ❈♦♠♠❡
rés✉❧t❛t✱ ✐❧ ② ❛ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❛❣❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ Uα(gl(1|1)) ❡t Uq(gl(1|1))✳
✺✳✷ ❚✇✐sts ✈❡rs ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞s ❞❡ U(gl(1|1))
◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s R✲♠❛tr✐❝❡s ✭♥✉♠ér✐q✉❡s✮ ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡
♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Rˆ ❛❣✐ss❛♥t s✉r V ⊗V ✱
❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ V ⊗ V ✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❝❡✉① ❞❡ V ✭❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❞❡ V ⊗V ✮✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ Rˆ 7→ Rˆ21 ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ Rˆ 7→ cRˆ✳
▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ ❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱ q✉❡ ❡❧❧❡s
♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛✉❝❤❡r✮ s♦♥t✱ ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣rès✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭✶✵✮ ❡t
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✷✹❪✮ ✿
RˆI(ǫ) =


q 0 0 r
0 0 ǫq−1 0
0 ǫq q − q−1 0
0 0 0 −q−1

 , ✭✶✶✮
RˆII =
1
2


q − q−1 + 2 0 0 q − q−1
0 q − q−1 q + q−1 0
0 q + q−1 q − q−1 0
q − q−1 0 0 q − q−1 − 2

 , ✭✶✷✮
✸✶
♦ù ǫ2 = 1 ❡t r 6= 0✳ RˆI(ǫ) ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧❡ r ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❧✐❜r❡ ✿ ❡♥ ❢❛✐t ♦♥ ♣❡✉t ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ V ✳ ■❧
❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❧❡ r ♥♦♥✲✜①é ♣♦✉r ❧❡ t✇✐st ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r❡♥❞r❡ ❧❛
❧✐♠✐t❡ r → 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ RˆI(ǫ) ♣♦✉r ǫ = 1 ❡t ǫ = −1 s♦♥t r❡❧✐é❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Rˆt(q, ǫ) = (π ⊗ π)(Rˆ(−q−1,−ǫ))21(π
−1 ⊗ π−1), ♦ù π =
(
0 1
i 0
)
.
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ π ❞❡ V ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣❛✐r❡ ✿ V0 ⊕ V1
π
→ V1 ⊕ V0✳ ❆✐♥s✐✱
RˆI ♣♦✉r ǫ = 1 ❡t ♣♦✉r ǫ = −1 ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ♠❛✐s ♣r✐s❡ ❞❛♥s ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳ ❈❡s ✷ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐s♦♠♦r♣❤❡s s✐ ♦♥ ♥❡
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♣❛r✐té ✿ π ❡♥✈♦✐❡ V à ΠV ✱ ♦ù Π ❡st ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛r✐té✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞✬❛✣♥❡r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t
s✐ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s R ✧❞✐✛ér❡♥t❡s✧ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ à ✉♥ t✇✐st ✭♥✉♠ér✐q✉❡✮
♣rès✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✿ ❝❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s à ❞❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞s ❞❡ U(gl(1|1))✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t U Iq,r(gl(1|1)) ❡t U
II
q (gl(1|1))✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡r❛ ❛❧♦rs ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ st❛♥❞❛r❞
♣❛r ✉♥ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
❆✈❡❝ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣❛✐r❡
(Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s t✇✐sts ❣é✲
♥ér❛❧✐sés ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡♥ tr♦✉✈❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
✺✳✸ ❚✇✐st ✈❡rs U Iq,r(gl(1|1))
❖♥ ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❆♥s❛t③ ♣♦✉r ❧❡ t✇✐st q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù q t❡♥❞ ✈❡rs 1 ❡t r t❡♥❞
✈❡rs 0✱ ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧ à ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭❝❛r RˆI ❡t Rˆ st❛♥❞❛r❞ t❡♥❞❡♥t t♦✉t❡s 2 ✈❡rs P ✮✱ ❡t q✉❡ ✐❧ ❞é♣❡♥❞
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❛✐r✱ ❧❡ t✇✐st ❞♦✐t êtr❡ ♣❛✐r ❛✉ss✐✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ré✈è❧❡ q✉❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✇✐sts ♣❛✐rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ t♦✉t❡
❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❝♦♠♠❡ ✿
f01⊗1+f1X
+⊗X++f2X
−⊗X−+f3X
+X−⊗X+X−+f4X
+⊗X−+f5X
−⊗X++f6X
+X−⊗1+f71⊗X
+X−,
♦ù ❧❡s fi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t H ⊗ 1✱ 1 ⊗H✱ I ⊗ 1 ❡t 1 ⊗ I à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
Uα(gl(1|1))⊗Uα(gl(1|1))✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s fi t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t✇✐st
s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ✭✈♦✐r❡ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t✇✐sts✮ s♦♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦❝②❝❧❡ F12(∆⊗ id)(F ) = F23(id⊗∆)(F ) q✉✐ ❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥s Uα(gl(1|1))⊗Uα(gl(1|1))⊗Uα(gl(1|1)) ❡t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (ǫ⊗ id)(F ) = (id⊗ ǫ)(F ) = 1 q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦ü♥✐té ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢✳
■❝✐✱ ❧✬♦❜❥❡t ♥✬❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
♠❛✐s ❞✬❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞é❢♦r♠é❡ ✭♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞✮ U Iq,r(gl(1|1)) ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✭✶✶✮ RˆI ✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❡t ♣❧✉s é❝♦♥♦♠❡ ❞✬❡♥ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥ ✭❡♥ ❢❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs✮ t❡❧ q✉❡ fi = 0 ♣♦✉r i 6= 0, 1✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✿
✸✷
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ U(gl(1|1)) ❛②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
❞❡ ♠❛tr✐❝❡ R✲✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r RˆI ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ s✉✐✈❛♥t ✿
F = e−
α
2
H⊗I(1⊗ 1 +
r
q + q−1
X+ ⊗ eαIX+).
Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t✇✐st✱ ✐❧ ❡st r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❡t ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ R˜ = F21RF−1 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ R✲♠❛tr✐❝❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ✿
F =


q−
1
2 0 0 −q
1
2
r
q+q−1
0 q−
1
2 0 0
0 0 q
1
2 0
0 0 0 q
1
2

 , ˆ˜R =


q 0 0 r
0 0 q−1 0
0 q q − q−1 0
0 0 0 −q−1

 .
❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t RˆI ✭✶✶✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♦❜❥❡❝t✐❢✱ q✉✐ ❡st ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ t✇✐st ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞
❞❡ U(gl(1|1)) ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♥♦♥✲✐s♦♠♦r♣❤❡ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉❡✮✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞❡s
❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ RˆI ✭✶✶✮ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ❣❧❛❝❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ❣❧❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ R s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❡❧❧❡ ❡♥✈♦✐❡ ei⊗ ej à ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ek⊗el ♦ù {k, l} ❡st é❣❛❧ à {i, j} ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s 22×22✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 

∗ 0 0 0
0 ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ 0
0 0 0 ∗

 .
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét♦✐❧❡s ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s✐① ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s ❞♦♥♥é ❛✉① ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦♥str✉✐ts à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ▲✬❆♥s❛t③ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
R ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❞❡❣ré 0 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ Zl✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ l ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
▲✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rré t❡♥s♦r✐❡❧
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r gr(Y ⊗ Z) = gr(Y ) + gr(Z)✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡❧❛①❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ❡♥
❞❡♠❛♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ Z2✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥ ✭s✉♣❡r✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥✮ s♦✐t r❡s♣❡❝té❡✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 

∗ 0 0 ∗
0 ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ 0
∗ 0 0 ∗

 ,
❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ RˆI ❡t RˆII ✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❡✐❣❤t ✈❡rt❡① ♠♦❞❡❧s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
✐♥❢♦r♠❡ q✉❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ X+ ⊗X+ ♦✉ X− ⊗X− ❞♦✐✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ t✇✐st ❝❛r ❝❡ s♦♥t
✸✸
❧❡s s❡✉❧s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rré t❡♥s♦r✐❡❧ q✉✐ s♦♥t ♣❛✐rs✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ❞❡❣ré 0 ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ Z✲❣r❛❞✉❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ t✇✐st ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❀ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉tr❡
❞♦♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t X−⊗X− q✉✐ ❞♦♥♥❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡
Rt✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t U Iq,r(gl(1|1))✳ ❈✬❡st ❧❡ t✇✐st ❞❡
Uq(gl(1|1)) ♣❛r F ✳ ❙❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ q✉❛s✐✲tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡st✱ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉r
❧❡s t✇✐sts ✭✹✳✶✮✱ ∆I(x) = F∆(x)F−1✱ S(x)I = vS(x)v−1 ♦ù v = m(id ⊗ S)(F ) ❡t RI = F21RF−1✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r ✉♥ t✇✐st✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✿
∆I(I) = I ⊗ 1 + 1⊗ I, ∆I(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H − 4r
q+q−1
X+ ⊗X+, ∆I(X+) = X+ ⊗ 1 + 1⊗X+,
∆I(X−) = X− ⊗K +K−1 ⊗X− + r
q2−q−2
(K−1X+ ⊗ (K −K−1)− (K −K−1)⊗KX+)).
✭✶✸✮
SI(X+) = −X+, SI(X−) = −X−, SI(H) = −H, SI(I) = −I.
RI = eαH⊗I(1⊗ 1−X+ ⊗ (1 +K−2)X+ − (q − q−1)X+ ⊗K−1X−),
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦téK = eαI ✳ ❈❡t é❧é♠❡♥t ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❝❛r I ❧✬❡st✱ ❡t ❞❡ t②♣❡ ❣r♦✉♣❡ ✿∆(K) = ∆I(K) = K⊗K✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ U Iq,r(gl(1|1))
♦❜t❡♥✉❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋❛❞❞❡❡✈✲❘❡s❤❡t✐❦❤✐♥✲
❚❛❦❤t❛❥❛♥ ✭❋❘❚✮ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ RI(= PRˆI)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r R12R13R23 = R23R13R12✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ q✲❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ Fun(GL(1|1) ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r GL(1|1)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥
q✲❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ U(gl(1|1)) ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞✉❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ▲✐❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❧✉tôt ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭❬✶✹❪✱ ❬✶✺❪✮✱ ❡t à ♣r❡♥❞r❡ ✐❝✐ Fˆ = P ❧❛ s✉♣❡r✲♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚ ✧❝❧❛ss✐q✉❡✧ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t Fˆ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ✭✾✮✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ U(gl(1|1)) ✭❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✭✽✮✮✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡s 3 ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ✭✶✵✮✱ ✭✶✶✮ ❡t ✭✶✷✮ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✽❪✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡
❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ FRT ❡st ❞✐r❡❝t❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❝♦✉t❡✉① ❧♦rs
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ RˆI ✭✶✶✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✭à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝é q ♣❛r q2 ❡t r ♣❛r r
q
❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ R ❞❡ ❞é♣❛rt q✉❡ ✭✶✶✮✮ ✿
▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ U(gl(1|1)) ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♥♦té❡ U1,2 ❡t ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r D✱ A✱ B ❡t C✱ ✈ér✐✜❛♥t ✿
[A,D] = 0, [A,B] = −[D,B] = B, [A,C] = −[D,C] = −C−
2rq
q4 − 1
(K2−q2)B, ♦ù K = eα(D+A)✱
{B,B} = 0, {C,C} =
−2rq2
(q4 − 1)(q2 − 1)
(K2 − 1)(K2 − q2), {B,C} =
K2 − 1
q2 − 1
.
▲❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
∆(D) = 1⊗D +D ⊗ 1−
2rq
q2 + 1
B ⊗B, ∆(A) = 1⊗A+A⊗ 1 +
2rq
q2 + 1
B ⊗B,
✸✹
∆(B) = 1⊗B +B ⊗ 1, ∆(C) = 1⊗ C + C ⊗K2 −
rq
q2 − 1
B ⊗ (K2 − 1).
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳ U Iq,r(gl(1|1)) ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à U1,2 ❡♥ t❛♥t q✉❡ s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✈❡❝ ❧✬✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
I 7→ D +A, H 7→ D −A, X+ 7→ B, X− 7→ qK−1(C +
rq
q4 − 1
(K2 − q2)B).
Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs I✱ H✱ X+ ❡t X− ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡
❍♦♣❢ ❞❡ U Iq,r(gl(1|1))✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✭✽✮ ❡t ❧❡✉r ❝♦♣r♦❞✉✐t
❞♦✐t êtr❡ ✭✶✸✮✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❧♦✉r❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡ X−✳
✺✳✹ ❚✇✐st ✈❡rs U IIq (gl(1|1))
■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ t✇✐st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳ ■❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝❤♦s❡s s✉r♣r❡✲
♥❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❡♥ ❞ét❛✐❧✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ ❜✐❡♥ sé♣❛r❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
✺✳✹✳✶ ❚✇✐sts ♥✉♠ér✐q✉❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ r❛✣♥❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ✉♥ t✇✐st
♥✉♠ér✐q✉❡ ✧❣é♥ér❛❧✐sé✧ s❡r❛ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 4×4 F ✱ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡ 8×8 A ❡t B ✈ér✐✜❛♥t
✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t✇✐sts ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✧❛✈❡❝ ❝❤❛♣❡❛✉✧✮ ✿
RˆII = Fˆ RˆFˆ−1, Fˆ23Aˆ123 = Fˆ12Bˆ123, Rˆ23Aˆ123 = Aˆ123Rˆ12, Rˆ12Bˆ123 = Bˆ123Rˆ23, ✭✶✹✮
♦ù Rˆ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R st❛♥❞❛r❞ ✭✾✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ t✇✐st ♣❛✐r✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ F ✭r❡s♣✳ A ❡t B✮ ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿


∗ 0 0 ∗
0 ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ 0
∗ 0 0 ∗

 , r❡s♣✳


∗ 0 0 ∗ 0 ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ 0 ∗ 0 0 ∗
0 ∗ ∗ 0 ∗ 0 0 ∗
∗ 0 0 ∗ 0 ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ 0 ∗ 0 0 ∗
∗ 0 0 ∗ 0 ∗ ∗ 0
∗ 0 0 ∗ 0 ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ 0 ∗ 0 0 ∗


.
P♦✉r ❛✣♥❡r ✉♥ ♣❡✉✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❧✉s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
❊♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❛✐r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿
f01⊗1+f1X
+⊗X++f2X
−⊗X−+f3X
+X−⊗X+X−+f4X
+⊗X−+f5X
−⊗X++f6X
+X−⊗1+f71⊗X
+X−,
♦ù fi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ H ⊗ 1✱ 1 ⊗ H✱ I ⊗ 1 ✭♦✉ K ⊗ 1✮ ❡t 1 ⊗ I ✭♦✉ 1 ⊗ K✮✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝❛❧❝✉❧❡r (∆ ⊗ id)(F ) ❡t (id ⊗ ∆)(F ) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
8× 8 ♦❜t❡♥✉❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s A
✸✺
❡t B ♣✉✐ss❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (∆⊗ id)(F ) ❡t (id⊗∆)(F ) ❛✈❡❝ F ♣❛✐r✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s éq✉❛t✐♦♥s à ❛❥♦✉t❡r à ✭✶✹✮✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r F à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣rès ❞❡ ✭✶✹✮ ❡st ✿
F =


−(1 + q)2x(qx+ y) 0 0 −1+q1+q
0 y x+ q2x+ qy 0
0 2qx+ y (−1 + q2)x+ qy 0
(−1 + q2)x(qx+ y) 0 0 1

 , ✭✶✺✮
♦ù x 6= 0 ❡t y s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s t❛♥t q✉❡ F ✱ A ❡t B r❡st❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ✭qx+y 6= 0✮✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s
A ❡t B ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à F s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉❡ ❧✬♦♥ t✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs ❞❛♥s A ❡t B ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(1 + q2)✳ ■❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s F ✱ ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ K = eαI ❞❛♥s ❞❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛
❝♦rr♦❜♦ré ♣❧✉s ❜❛s ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ❊♥ t♦✉t ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❥à s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡
❧❡ t✇✐st ♥❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❛✉ t✇✐st ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r U Iq,r(gl(1|1))✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬ét✉❞❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ q✉✐
♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡s tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞s q✉✐ s♦♥t RIq,r,ǫ ♣♦✉r
ǫ = 1 ❡t ǫ = −1✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ RIIq ✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
s❡✉❧ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✈❛r✐❡✳ ▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❡st q✉❡ ❡❧❧❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❧✉s ❧❛ ♣❛r✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭✶✶✮ ❡t
✭✶✷✮✳ ■❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✷✹❪ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡✱ ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡t
✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛✉❝❤❡r✱ ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ✿
Rˆ(✶✻)q,ω,γ =


q 0 0 0
γ −q−1 0 1/γ
γ/ω 0 −q−1 ω/γ
0 0 0 q

 , ✭✶✻✮
♦ù γ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♥♦♥✲♥✉❧✱ ❡t ω = q−2, 1, q2✳ ▲❡s 3 ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ω ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① 3
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❛♥s ✭✶✶✮ ❡t ✭✶✷✮ ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ s✉✐✈❛♥ts ✿
Rˆ
(✶✻)
q,ω=q2,γ
T ⊗ T = T ⊗ TRˆIq,ǫ=1, T =
(
1 1
γq−1 −γq−1
)
.
Rˆ
(✶✻)
q,ω=q−2,γ
T ⊗ T = T ⊗ T (RˆIq,ǫ=1)21, T =
(
1 1
γq −γq
)
.
Rˆ
(✶✻)
q,ω=1,γT ⊗ T = T ⊗ TRˆ
II
q , T =
(
1 τ
γ −γτ
)
, ♦ù τ2 =
q − 1
q + 1
.
❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ q✉❡ (RˆIq,ǫ=1)21 ét❛✐t r❡❧✐é à Rˆ
I
q,ǫ=−1✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ Rˆ(✶✻)
q,ω=q2,γ
✈❡rs Rˆ(✶✻)q,ω=1,γ′ ✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ✉♥ t✇✐st
❞❡ U Iq,r(gl(1|1)) ✈❡rs U
II
q (gl(1|1))✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✭✶✻✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❬✷✽❪ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
✸✻
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡❧â❝❤❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡ ✭✈♦✐r
r❡♠❛rq✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✮✳ ❈❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡ t②♣❡ ✧❣✐✈r❡✧✱ ❡❧❧❡s ♦❜é✐ss❡♥t à ❧✬❆♥s❛t③ ❞✉ ❣✐✈r❡✱
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 

∗ 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗

 .
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❆♥s❛t③ ❞✉ ❣✐✈r❡✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞s ❞❡ t②♣❡
GL(1|1) ❡st ❤❛r♠♦♥✐❡✉s❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ❣✐✈r❡ ❛ ✉♥ s❡♥s ♣r♦❢♦♥❞✱ ♠❛✐s ♣♦✉r
❧✬✐♥st❛♥t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ♣❛s s❛ ❝♦♥tr❡✲♣❛rt✐❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs
❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t✇✐st à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛✐r ❡t ❞❡ t②♣❡ ❣✐✈r❡ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ Rˆ(✶✻)
q,ω=q2,γ
✈❡rs Rˆ(✶✻)q,ω=1,γ ✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ✉♥ t✇✐st ❞❡ Rˆ(✶✻)q,ω=1,γ ✈❡rs
Rˆ
(✶✻)
q,ω=q2,γ
✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ✭✐❧ s✉✣r❛ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡✮✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞✬êtr❡ ♣❛✐r ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❣✐✈r❡ ❞❡
Rˆ
(✶✻)
q,ω=1,γ ❡t ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡ Rˆ
(✶✻)
q,ω=q2,γ
✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛
♣❛r✐té ✭❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ V = V0 ⊕ V1 ❡t ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ V0 ❡t ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
V1✮✱ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿
π =
(
1 0
0 −1
)
,
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣❛✐rs ✭r❡s♣✳ ✐♠♣❛✐rs✮ s♦♥t ❧❡s v t❡❧s q✉❡ πv = v ✭r❡s♣✳ πv = −v✮✳ P♦✉r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣❛✐r❡s ✭r❡s♣✳ ✐♠♣❛✐r❡s✮ s♦♥t ❝❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ πXπ−1 = X ✭r❡s♣✳ πXπ−1 = −X✮✳
■❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r ❛❧♦rs q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t π ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ✧❣✐✈ré❡✧ ❞❡ Rˆ(✶✻)q,ω=1,γ ✱ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ✧❣✐✈ré❡✧ ❞❡ Rˆ
(✶✻)
q,ω=q2,γ
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✜①❡r ❧❡ γ ❞❡ Rˆ(✶✻)q,ω=1,γ à 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♠❛✐s ❞✉ ❝♦✉♣ ♦♥ ❞♦✐t ❧❛✐ss❡r ❧✐❜r❡ ❧❡ γ ❞❡ Rˆ(✶✻)
q,ω=q2,γ
✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❛r✐té ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿
π1 =
(
0 1
1 0
)
, π2 =
(
0 γ−1q
γq−1 0
)
.
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ Fˆ s♦✐t ♣❛✐r ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ Rˆ(✶✻)q,ω=1,γ ✭ π1Fˆ π
−1
1 = Fˆ ✮ ❡t ❣✐✈ré ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r Fˆ ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Fˆ =


z1 0 0 0
z2 z3 z4 z5
z5 z4 z3 z2
0 0 0 z1

 .
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ Fˆ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✹✮✳ ■❧ s❡ ♣❛ss❡ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ rés♦✉t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Rˆ(✶✻)
q,ω=q2,γ
= Fˆ Rˆ
(✶✻)
q,ω=1,γ=1Fˆ
−1 ✿ ❧❡ γ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t
❧❛✐ssé ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Rˆ(✶✻)
q,ω=q2,γ
❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✜①é ♣❛r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r γ = q✳
❈❡❝✐ ❢❛✐t q✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✉ ✈✉ ❞❡ π1 ❡t π2✱ ❧❛ ♣❛r✐té ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❜❛s❡s
❣✐✈ré❡s ❞❡ Rˆ(✶✻)
q,ω=q2,γ
❡t ❞❡ Rˆ(✶✻)q,ω=1,γ ✳
✸✼
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st q✉❡ ✉♥ t✇✐st ❣✐✈ré ❡t ♣❛✐r ❡①✐st❡✱ ❡t ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
♣♦ss✐❜❧❡ ✿
Fˆ =


1 0 0 0
0 0 q − (−1+q)q(1+q)
1+q2
− (−1+q)q(1+q)
1+q2
q 0 0
0 0 0 1

 . ✭✶✼✮
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ Aˆ ❡t Bˆ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❛♥♥❡①❡ ❡t s❛♥s ❞é❝♦✉r❛❣❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
❞❡ ❧❡s r❡❣❛r❞❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ✭s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t✇✐sts ♥✉♠ér✐q✉❡s✮ q✉❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ t✇✐st
♥✉♠ér✐q✉❡ ét❛✐t ❧♦rsq✉❡ Aˆ✱ Bˆ ❡t Fˆ ✈ér✐✜❡ ✿ Aˆ = Fˆ12Fˆ23 ❡t Bˆ = Fˆ23Fˆ12 ✭♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (Rˆ, Fˆ ) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ✿
Aˆ− Fˆ12Fˆ23 =


0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
−q5 0 q4 0 q4 0 −q3 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
−q3 0 q2 0 q2 0 −q 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,
Bˆ − Fˆ23Fˆ12 =


0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
−q5 0 q4 0 q4 0 −q3 0
0 0 0 0 0 0 0 0
−q5 0 q2 0 q4 0 −q 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


.
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s tr♦✉✈é ✉♥ t✇✐st ♥✉♠é✲
r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ R st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs RˆII ✱ ❝❡ q✉✐ ❛✈❡❝ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ré♣♦♥❞ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s 4× 4 ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) à ✉♥ t✇✐st ♣rès ✭♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s t✇✐sts ✐♥❞✉✐s❡♥t
❜✐❡♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✻✳ ❆ ✉♥ t✇✐st ♣rès✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s 4 × 4 s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ❞❡ t②♣❡
GL(1|1) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ s♦♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱ ❛②❛♥t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡t ✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛✉❝❤❡r✱ ❡t ❞❡ s♣❡❝tr❡
{q, q,−q−1,−q−1}✮ s♦♥t t♦✉t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ st❛♥❞❛r❞ à 1 ♣❛r❛♠ètr❡
❡ss❡♥t✐❡❧ ✭ ✾✮ ✿
Rˆ =


q 0 0 0
0 0 1 0
0 1 q − q−1 0
0 0 0 −q−1

 .
✸✽
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❆♥s❛t③ ❞✉ ❣✐✈r❡✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲
st❛♥❞❛r❞s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r ✉♥ t✇✐st✱ q✉✐ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ♣❛✐r ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❣✐✈r❡
❧✉✐ ❛✉ss✐✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✲❧à✱ ❧❡ t✇✐st Fˆ ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Aˆ ❡t Bˆ s♦♥t ❞♦♥♥és ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
✺✳✹✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧
❘❛♣♣❡❧♦♥s ✿
RˆII =
1
2


q − q−1 + 2 0 0 q − q−1
0 q − q−1 q + q−1 0
0 q + q−1 q − q−1 0
q − q−1 0 0 q − q−1 − 2

 .
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❡♥ ♣♦s❛♥t ❝♦♠♠❡ ❛✈❛♥t ✿
F =f01⊗1+f1X
+⊗X++f2X
−⊗X−+f3X
+X−⊗X+X−+f4X
+⊗X−+f5X
−⊗X++f6X
+X−⊗1+f71⊗X
+X−,
❡t ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r ❝❡ F ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t✇✐st ✭r❛♣♣❡❧♦♥s✲❧❛ ❡♥❝♦r❡
✉♥❡ ❢♦✐s ✿ F12(∆⊗ id)(F ) = F23(id⊗∆)(F )✮✳ ■❧ ❢❛✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❢❛✐r❡ ❞❡s ❆♥sät③❡ ✭❛♥♥✉❧❡r ❝❡rt❛✐♥s
fi✮ ❛✉ ❞é❜✉t ✈r❛✐♠❡♥t ❢♦rts✱ ♣✉✐s ❡♥ ❧❡s ❛✛❛✐❜❧✐ss❛♥t ♣❡✉ à ♣❡✉✳ ■❝✐✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ RˆII ✱ ✐❧ ❞♦✐t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛✈♦✐r f1 6= 0 ❡t f2 6= 0✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥✲♥✉❧s Rˆ41 ❡t
Rˆ14✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s fi ét❛✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ K(= eαI) ✧❣❡♥t✐❧❧❡s✧✱ ❡♥
❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ fi = Kxi ⊗Kyi ✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ fi = Kxi ⊗Kyi +Kx
′
i ⊗Ky
′
i ✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✲❧à✱
✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t✇✐st ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ♣❛r❧é
❛✈❛♥t✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❡♥ ❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ✉♥ s❡✉❧ ❛②❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥ X+⊗X+ ❡t X−⊗X− ✭f1 6= 0
❡t f2 6= 0✮✳
■❧ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fi ♥❡ s♦♥t ♣❡✉t✲êtr❡
♣❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s ❡♥ K✱ ♠❛✐s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t sûr❡♠❡♥t ❞❡s
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❡ss❛②❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ t✇✐st ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❛
✈✉ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♦❜t❡♥✐r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
RˆII ✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ U IIq (gl(1|1))✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥
❞♦✐t ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❧❡ t✇✐st✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∆II = F∆F−1✱ ♦ù ∆ ❡st ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t st❛♥❞❛r❞✳
❈✬❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r F s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ∆II ✳
✺✳✹✳✸ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚ ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❬✽❪✱ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛
❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ U1,1 ❡t ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s RˆII ✳
▲✬❛❧❣è❜r❡ U1,1 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r A✱ D ✱B✱ ❡t C ✈ér✐✜❛♥t ✿
[A,D] = 0, {B,B} = {C,C} = −
1
2
(
K2 − 1
q2 − 1
−
K−2 − 1
q−2 − 1
), {B,C} =
1
2
(
K2 − 1
q2 − 1
+
K−2 − 1
q−2 − 1
).
[A,B] = −[D,B] =
1
2
B +
1
4
(q−2K2 + q2K−2)B +
1
4
(q−2K2 − q2K−2)C,
✸✾
[A,C] = −[D,C] = −
1
2
C −
1
4
(q−2K2 + q2K−2)C −
1
4
(q−2K2 − q2K−2)B.
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé K = eα(A+D) q✉✐ ❡st ❝❡♥tr❛❧ ❝❛r A + D ❧✬❡st✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡❝✐ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✼✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t ✿
X = q−1K(B + C) + (B − C), ❡t Y = (B + C)− qK−1(B − C).
U1,1 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r A✱ D✱ X ❡t Y ✈ér✐✜❛♥t ✿
[A,D] = 0, [A,X] = −[D,X] = xX, [A, Y ] = −[D,Y ] = −xY,
{X,X} = {Y, Y } = 0, {X,Y } = 4K−K
−1
q−q−1
,
✭✶✽✮
♦ù x = 12(qK
−1 + q−1K)✳
Pr❡✉✈❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✳ ■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ✿
[A,B+C] = −[D,B+C] =
1
2
(1+q2K−2)(B−C), [A,B−C] = −[D,B−C] =
1
2
(1+q−2K2)(B+C),
{B + C,B − C} = 0, {B + C,B + C} = 2
K−2 − 1
q−2 − 1
, {B − C,B − C} = −2
K2 − 1
q2 − 1
.
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❛✐sé♠❡♥t✳
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ U1,1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✶✽✮✳
▼❛✐s ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ❝✬❡st tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ t❡❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✬❛❧❣è❜r❡ s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ✉♥ t✇✐st ♥❡
♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ t✐r❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ U1,1✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❜❛s❡✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s✉✐✈❛♥t é✈✐❞❡♥t ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿
K˜ = K, H1 =
1
x
A, X+ =
1
2
X, X− =
1
2
Y,
❛❧♦rs ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
[K˜,H1] = [K˜,X
±] = 0, [H1, X
±] = ±X±,
{
X+, X+
}
=
{
X−, X−
}
= 0,
{
X+, X−
}
=
K˜ − K˜−1
q − q−1
.
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ K˜ = K✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦♠❡ttr❡ ❧❡ t✐❧❞❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✿ ✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r x = 12(qK
−1+ q−1K)✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ✐❧ s♦✐t ✈❛❧❛❜❧❡✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ U1,1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à x ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r A/x✱ K✱ X ❡t Y ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ t❛♥t
q✉❡ ❛❧❣è❜r❡ à ❧✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡❧❛ s❡r❛✐t ✉♥ s♦✉❧❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ t❡❧ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r
✭x✮✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s✳✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ U1,1✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ✿
✹✵
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✽✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ U1,1 ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s 2 é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
Z = 〈K, 4
K −K−1
q − q−1
A− xXY 〉.
Pr❡✉✈❡ ✿ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✶✽✮✱
q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❝❡♥tr❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐♠♠é❞✐❛t✱ ♣✉✐s q✉❡ t♦✉t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❡st ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡✉① ❧à✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦❧②♥ô♠✐❛❧❡s ❡♥ A ❝❡♥tr❛❧❡s✳
❖♥ ✈❛ ❡①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s é✈✐t❡r ❧❡s ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❜♦s♦♥✐q✉❡ ✭♣❛✐r✮
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ s✬é❝r✐t ✿ ∑
i
αiA
i + β,
♦ù αi, β ∈ Z ❝❛r D ❡t XY q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❛✈❡❝ A ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❜♦s♦♥✐q✉❡ ✭♣❛✐r❡✮ s❡ réé❝r✐✈❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬é❧é♠❡♥ts ❝❡♥tr❛✉① ❡t ❞❡ A✳ ❆❧♦rs✱ s♦✐t ✿
X+ = µX + νY,
✉♥ é❧é♠❡♥t ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❛✈❡❝ µ ❡t ν é❧é♠❡♥ts ❜♦s♦♥✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✭♣♦❧②♥ô♠❡s ❡♥ A à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z✮✳ ❙♦✐t H1 ✉♥ é❧é♠❡♥t ❜♦s♦♥✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ à ❛❞❞✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ♣rès ✿
H1 =
∑
i
αiA
i.
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té à ❛✈♦✐r [H1, X+] = X+✳ ❖♥ ❛ ✿
AnX = An−1XA+An−1xX = An−1X(A+ x) = · · · = X(A+ x)n, ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ AnY = Y (A− x)n.
❞♦♥❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥ An ❞❛♥s H1 ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥ µXAn−1 ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥ νY An−1 ❞❛♥s [H1, X+]✳
❖r ❝❡s t❡r♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s X+ s✐ n > 1✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ αn = 0 s✐ n > 1 ❡t ❞♦♥❝ H1 = αA ❡t
❛✐♥s✐ ✿
[H1, X
+] = αµxX − ανxY = µX + νY, ⇔
{
α = 1
x
, ν = 0
α = − 1
x
, µ = 0
❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ é✈✐té✱ ♦♥ ❡♥ r❡✈✐❡♥t
❞♦♥❝ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣rés❡♥té ♣❧✉s ❤❛✉t✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs s✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚ ❡st r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ U1,1✱ ❝❛r s✐ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ x = 12(qK
−1 + q−1K) ❡st
❞é❣é♥éré✱ ❛❧♦rs ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ s❡r❛ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
➱t✉❞✐♦♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ U1,1✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛♥❞❛r❞✱ ❡①❝❡♣té ✐❝✐ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ x ❞❛♥s A✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ 12(qk
−1
1 +q
−1k1) = 0 q✉❛♥❞
k1 = iq ♦✉ k1 = −iq✱ ❡t ♣♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❧à✱ A ❡st ❝❡♥tr❛❧✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✾✳ ▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❡ U1,1 s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿
✹✶
✕ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❧❛❜❡❧❧é❡s ♣❛r ✷ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s k1✱ ❡t c2 ❛✈❡❝ k1 6= 0,±1
❡t c2 ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t µ1 = 4
k1−k
−1
1
q−q−1
✱ ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
X 7→
(
0 1
0 0
)
, Y 7→
(
0 0
µ1 0
)
, K 7→
(
k1 0
0 k1
)
, A 7→
(
c2
µ1
+ x 0
0 c2
µ1
)
.
✕ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❧❛❜❡❧❧é❡s ♣❛r ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s k1 ❡t c✱ ♦ù k1 ∈ {−1, 1}
❡t c ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❡t ♦ù ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
X 7→ 0, Y 7→ 0, K 7→ k1, A 7→ c.
■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s x = 12(qk
−1
1 + q
−1k1) s✬❛♥♥✉❧❡ ❡t ❞♦♥❝
U1,1 ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡ à Uq(gl(1|1)) ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❛❧❣è❜r❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞♦✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ s❡ r❡✢ét❡r
❞❛♥s ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ✐❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❡t ❝✬❡st ❝❡tt❡ ❜❛s❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❝❛r ✉♥ t✇✐st ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞❡ U1,1✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❛rt ❞✉ ❝♦♣r♦❞✉✐t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚ q✉✐ ❡st ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ K✱ A✱ B✱ C ✭✐❝✐✱
♥♦✉s s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ❝♦rr✐❣❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❢❛✉t❡ ❞❛♥s ❬✽❪✮ ✿
∆K = K⊗K, ∆A = 1⊗A+A⊗1+
1
4
(q−q−1)((B−C)⊗q−1K(B+C)+(B+C)⊗qK−1(B−C)),
∆B = 1⊗B+
1
2
(B+C)⊗K−1+
1
2
(B−C)⊗K, ∆C = 1⊗C +
1
2
(B+C)⊗K−1−
1
2
(B−C)⊗K.
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✿
∆(B + C) = 1⊗ (B + C) + (B + C)⊗K−1, ∆(B − C) = 1⊗ (B − C) + (B − C)⊗K.
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s (B + C) = 12(qK
−1X + Y ) ❡t (B − C) = 12(X − q
−1KY )✱ ❡t X+ = 12X✱
X− = 12Y ✱ ❡t H1 =
2A
qK−1+q−1K
✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✳ ▲❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ U1,1 ❞♦♥♥é ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs K✱ H1✱ X
+ ❡t X−
✈ér✐✜❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ✿
∆II(K) = K ⊗K,
∆II(X+) = 1
2
((K + 1)⊗X+ +X+ ⊗ (K + 1) + (K − 1)⊗ q−1KX− + q−1KX− ⊗ (1−K)),
∆II(X−) = 1
2
((1 +K−1)⊗X− +X− ⊗ (1 +K−1) + (1−K−1)⊗ qK−1X+ + qK−1X+ ⊗ (K−1 − 1)),
∆II(H1) =
1
qK−1⊗K−1+q−1K⊗K
(1⊗ (qK−1 + q−1K)H1 + (qK
−1 + q−1K)H1 ⊗ 1
+ 1
2
(q − q−1)((X+ − q−1KX−)⊗ (X+ + q−1KX−) + (qK−1X+ +X−)⊗ (qK−1X+ −X−)).
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ ❜r✉t❛❧❡s✱ ♠❛✐s ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ❝♦♣r♦✲
❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♦❜t❡♥✐r ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∆IIF = F∆✳
✹✷
✺✳✹✳✹ ❘❡t♦✉r ✈❡rs ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧
❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡♣❧♦♥❣❡r ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✉ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s été ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❆♥sät③❡
s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✳ ❆❧♦rs✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❧✉s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐tés✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞ Uq(gl(1|1))✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡
✐❧ ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r K ❡t Z2 = X+X− − K−K
−1
q−q−1
H1✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é❝r✐r❡ ✿
F =f01⊗1+f1X
+⊗X++f2X
−⊗X−+f3X
+X−⊗X+X−+f4X
+⊗X−+f5X
−⊗X++f6X
+X−⊗1+f71⊗X
+X−,
♦ù ❧❡s fi s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ K ⊗ 1✱ 1 ⊗K✱ Z2 ⊗ 1 ✭à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ H1 ⊗ 1✮ ❡t 1 ⊗ Z2 ✭à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡
1⊗H1✮✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❡st q✉❡ ❧❡s fi s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝❡♥tr❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
rés♦✉t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♣❧❛❝❡r à ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
P✉✐s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❋❘❚ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦♣r♦❞✉✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ∆II(x)F = F∆(x)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿

∆II(H1).F = F.(H1 ⊗ 1 + 1⊗H1),
∆II(X+).F = F.(X+ ⊗K + 1⊗X+),
∆II(X−).F = F.(X− ⊗ 1 +K−1 ⊗X−),
♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s✉r F ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✿
F (X−⊗1+K−1⊗X−) =
1
2
((1+K−1)⊗X−+X−⊗(K+K−2)+(1−K−1)⊗qK−1X++qK−1X+⊗(K−K−2))F,
❡t ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ (1⊗X−) ❡t (X− ⊗ 1)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
0 =
1
2
(−f1(1 +K
−1)⊗
K −K−1
q − q−1
+ f0qK
−1 ⊗ (K−1 − 1)),
0 =
1
2
(f1
K −K−1
q − q−1
⊗ (1 +K−1) + f0(1−K
−1)⊗ qK−1).
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✿
f1 = −q(q − q
−1)f0
K−1
1 +K−1
⊗
K−1
1 +K−1
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t f1 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ f0 ❡t ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉rs✳ ■❧ ❢❛✉t
❡♥s✉✐t❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❛✉tr❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✮✱ ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧❡s fi✱ ❡t ✐❧ r❡st❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ à rés♦✉❞r❡ F12(∆⊗ id)(F ) = F23(id⊗∆)(F )✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣s
❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ s❡ r❡ss❡rr❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s✱ ✐❧ r❡st❡ à tr♦✉✈❡r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①❛❝t❡✳
✻ ❇✐❧❛♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬❡st ♣♦sé❡ ❝♦♥❝❡r♥❛✐t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s 4×4 ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❨❛♥❣✲❇❛①t❡r✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s ét❛✐❡♥t r❛♥❣é❡s ♣❛r ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✱
✹✸
q✉✐ s♦♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❧❡s r❡❞é✜♥✐t✐♦♥s
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ V ✭❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R ❛❣✐ss❡♥t s✉r V ⊗ V ✮✳ ❉❛♥s
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✲❧à✱ ✐❧ ② ❛ 5 ✭❝❧❛ss❡s ❞❡✮ ♠❛tr✐❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✱ q✉✐ s♦♥t s❡♠✐✲s✐♠♣❧❡s✱ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❡t ❛②❛♥t
✉♥ ✐♥✈❡rs❡ ❣❛✉❝❤❡r✱ ❞♦♥t 2 ❞❡ t②♣❡ GL(2) ❡t 3 ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ✭❬✷✹❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ✧r❛♥❣❡r✧ ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s t✇✐sts✱
q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧✱
✐❧s ✐♥❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡♥s ❛✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s R ♣❛r
❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ à ✉♥ t✇✐st ♣rès✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✐❧ ét❛✐t ❞é❥à ❝♦♥♥✉ q✉❡ à ✉♥ t✇✐st ♣rès✱
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ GL(2) ét❛✐❡♥t t♦✉t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ✭❧❛
♠❛tr✐❝❡ st❛♥❞❛r❞✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s 3 ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1)✳ ❆✐♥s✐✱
❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s t✇✐sts✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
❨❛♥❣✲❇❛①t❡r ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
✕ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Rˆ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t②♣❡ GL(2) ✿ RˆGL(2) =


q 0 0 0
0 0 1 0
0 1 q − q−1 0
0 0 0 q

✳
✕ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Rˆ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t②♣❡ GL(1|1) ✿ RˆGL(1|1) =


q 0 0 0
0 0 1 0
0 1 q − q−1 0
0 0 0 −q−1

✳
❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s t✇✐sts r❡❧✐❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐
✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ✿ q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❄ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❛♥s ❧❡s t✇✐sts✮ ♣♦✉r ❧❡s
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(3) ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❬✺❪✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝❡❧❛ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧❛
❝♦♥♥❛îtr❡ à ✉♥ t✇✐st ♣rès✱ ❝❡ q✉✐ ♠❡ttr❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞✬♦r❞r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ✐❧ ❛ ❞é❥à été
♣r♦✉✈é q✉❡ 2 ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(3) s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r ✉♥ t✇✐st ✭❬✷✶❪✮✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡
❉r✐♥❢❡❧❞✲❏✐♠❜♦ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❋r♦♥s❞❛❧✲●❛❧✐♥❞♦✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s t✇✐sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t②♣❡ GL(1|1)✱
❝✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t✇✐sts ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ❍♦♣❢ q✉✐ r❡❧✐❡r❛✐❡♥t
❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ U(gl(1|1)) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❧❡ t✇✐st
✉♥✐✈❡rs❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧✬❛❧❣è❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❘❚ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥✲st❛♥❞❛r❞ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦♥ ❝❡♥tr❡✱ s❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡t s❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ✈❡rs
❧✬❛❧❣è❜r❡ st❛♥❞❛r❞✮✳ P♦✉r ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
✧tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✧ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù F21 6= F−1✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡ t✇✐st ❡st très ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s t✇✐sts ❛ss♦❝✐és ❛✉①
tr✐♣❧❡ts ❞❡ ❇❡❧❛✈✐♥✲❉r✐♥❢❡❧❞ ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮✳
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥ t✇✐st ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✳ ❈❡ t✇✐st ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✉♣❡r✲
❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡ g q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t gl(1|1)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ Uq(gl(1|1)) s♦✐t ✉♥❡ s♦✉s✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❍♦♣❢ ❞❡ Uq(g)✱
❡t ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ ❛✐♥s✐ à t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t✇✐sts ♥✉♠ér✐q✉❡s r❡❧✐❛♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s R✳ ■❧ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t s❡r✈✐r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ q✉❛♥t✐q✉❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ✐♥té❣r❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s R t✇✐sté❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳
✹✹
▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡rs t❡♠♣s✱ ❞❡ ✜♥✐r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ P✉✐s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s t✇✐sts ✉♥✐✈❡rs❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r Uq(gl(1|1))✱
❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s s✉♣❡r❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ▲✐❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ gl(n|m)✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t✇✐sts✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s t✇✐sts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝✐té❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡ttr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡ r❡❧✐❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s R ❝♦♥♥✉❡s✱ ❡t ❞♦♥♥❡r❛✐t ❛❧♦rs ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s à ✉♥ t✇✐st ♣rès ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✳
❆ ❆♥♥❡①❡s ✿ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ A ❡t B ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♣❛r✐té
A =


d1 0 0 0 0 a1 qa1 0
0 d2 a5 0 a2 0 0 −qa1
0 a5 d3 0 qa2 0 0 a1
0 0 0 d4 0 −qa2 a2 0
0 a3 qa3 0 1 0 0 0
a4 0 0 −qa3 0 1 0 0
qa4 0 0 a3 0 0 1 0
0 −qa4 a4 0 0 0 0 1


,
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé ✿

a1 =
−1+q
(1+q)(1+q2)x
a2 = −
(1+q)2x+2y
1+q2
a3 =
−(1+q−q2+q3)x+(−1+q−q2)y
(q+q3)x
a4 =
(−1+q)(1+q)(qx+y)((1+q)2x+y)
q+q3
a5 =
(x+qx+y)2
(1+q2)x


d1 = −
(qx+y)((1+q)2x+y)
qx
d2 = −
(1+q)2(−1+q+q3)x2+(1+q+q2)(−1+2q+q2)xy+q2y2
(q+q3)x
d3 = −
q(1+q)2(1−q+q2)x2+(1+3q+q3+q4)xy+y2
(q+q3)x
d4 =
y−(1+q)((−1+q2)x+qy)
q
✹✺
B =


D1 0 0 b1 0 0 q
−1b1 0
0 D2 b2 0 b3 0 0 −q
−1b1
0 b4 D3 0 q
−1b4 0 0 0
b5 0 0 D4 0 −q
−1b4 b6 0
0 b3 q
−1b2 0 D5 0 0 b1
0 0 0 −q−1b2 0 −y b2 0
q−1b5 0 0 b6 0 b4 D7 0
0 −q−1b5 0 0 b5 0 0 1


,
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣♦sé ✿

b1 =
(−1+q)q
(1+q)(1+q2)x
b2 = −
(1+q+q3+q4)x+(1−q+q2+q3)y
1+q2
b3 =
(x+qx+y)(q(1+q)x+y)
(1+q2)x
b4 = −
q(2qx+y)
(1+q2)x
b5 =
(−1+q)(1+q)(qx+y)((1+q)2x+y)
(1+q2)
b6 =
(−1+q)(x+qx+y)
(1+q2)x


D1 = −
(qx+y)((1+q)2x+y)
qx
D2 = −
q(1+q)2x2+(1+3q+q2+q3)xy+y2
(q+q3)x
D3 = −
(1+q−q2)x+(1−q)y
qx
D4 =
(1+q−q2+q3)x+(1−q)y
(q+q3)x
D5 = −
(q+q2)2x2+(1+q+3q2+q3)xy+qy2
(1+q2)x
D7 =
1+q+q2−q3)x−(−1+q)qy
(1+q2)x
❖♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❛rt♦✉t ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r (1 + q2)✳ ❖r ❝❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣r♦✈❡♥✐r
❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t✇✐st ❝❛r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t ❞❛♥s F ✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❞❛♥s a1 ❡t b1✱ ✐❧ ② ❛
❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r (1 + q)✱ ♠❛✐s ❧✉✐ ❡st ❞é❥à ❞❛♥s F ✱ ❡t ♣❧❛❝é ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❜♦♥ ❡♥❞r♦✐t ❞❛♥s ❧❡
s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿ ■❧ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s F à ❧✬❡♥❞r♦✐t q✉✐ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ X− ⊗ X−✱ ❡t ❞❛♥s A
✭r❡s♣✳ B✮ ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r (∆⊗ id)(X− ⊗X−) ✭r❡s♣✳ (id⊗∆)(X− ⊗X−)✮✳ ▲✉✐ ❡st ❞♦♥❝
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ t✇✐st ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
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